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AVERTISSEMENT. 



Xj'ouyrags que je présente aujourd'hui an 
public a déjà été annoncé à la suite de mes 
Leçons Elémentaires d'Arithmétique, d'Algèbre 
et de Gçométrie , qui opt déjà paru , et dont ce- 
lui-ci fait partie. J'ai cherché à le rendre le plus 
intéressant qu'il m'a été possible, par le grand 
nombre de vérités utiles que j'y ai rassemblées , 
et dont la plupart étoient encore éparses dans 
les collections académiques ou dans les ouvrages 
originaux des grands Géomètres qui les ont dé- 
couvertes. Dana l'état a.ctu,çV;d,e l'analyse, j'ai 
pensé qu'un Traité Elémentaire de cette? science, 
destiné à ceux qqi veulent pénét^rer un peu avant 
dans l'étude des Mathématiqaes , devoit renfer- 
mer toutes les théories nouvelles qui peuvent 
introduire dans leur e^rit le germe des plus 
précieuses découvertes: ces théories se trouvent 
répandues dans les ouvrages d'Ëuler, deJQalem- 
bert , de Lagrange , de Laplace , de Cousin , de 
Legendre , de Bossut ^ de Lacroix. •• &c. dans les 
leçons de l'Ecole Normale , dans les cahiers de 
l'Ecole Polytechnique} c'est aussi dans les écrits 
de ces grands Géomètres que j'ai puisé , comme 
dans une source pure et abondante , la plus 
grande partie des vérités contenues dans ce vo-x' 
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lume : elles sont divisées naturellement en deux 
classes} les unes regardent l'analyse desanciens^ 
les autres ont pour objet l'analyse des mo-- 
dernes. 

Dans la prenrière partie , on trouvera réunies 
un grand nombre d'observations nécessaires sur 
la composition et décomposition des équations 
numériques en facteurs simples ou doubles réels , 
sur la nature et le signe des racines, sur la trans- 
formation d'une équation en une autre dont 
les racines ont tel rapport qu'on voudra avec 
la proposée : on y trouve eiicore la démonstra- 
tion deHuddes sur les racines égales, de celle 
de Descartes sur le nombre des racines positives 
où négatives j et plusieurs autres théorèmes sut 
les fonctions symétriques ou invànables , sur l'é- 
quation aux quarrés des différences , sûr la pos- 
sibilité de résoudre tbuto' équation de degré 
pair en facteurs doubles réels. 

La résolution générale des équations y est 
traitée avec ordre et précision. Après avoir fait 
connoître la méthode de Cardan pour les équa- 
tions du troisième degré , et celle de Louis Fer- 
rari pour les équations du quatrième , on a dé- 
veloppé avec détail la méthode de Lâgrarige, 
déduite de la considération des fonctions des 
racines. Enfin cette partie de Tanalyse est ter- 
minée par la résolution des équations par appro- 
ximation , par l'exposé des différentes méthodes 
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connues d'élimination y et par quelques notions 
des nombres figurés et des séries récurrentes. 

Vient ensuite la théorie des fonctions analy* 
tiques , devenue si intéressante par les travaux 
de Lagrange ; elle nous a fourni le moyen de dé- 
montrer d'une manière générale et rigoureuse , 
le binôme de Newton y et de compléter la théorie 
des logarithmes et des sinus qui n'étoient pour 
ainsi dire qu'ébauchés dans les deux premiers 
volumes. 

L'application de FAIgèbre a la Géométrie com- 
prend les propriétés de la ligne droite d'après 
son équation , et celles des courbes du premier 
ordre , déduites de l'équation générale de ce 
degré à deux indéterminées. Après avoir appris 
à construire l'équation générale du premier de* 
gré, j'analyse les diâerens cas de l'équation coita- 
plète et indéterminée du second degré y et les 
différentes configurations de courbes qui en ré- 
sultent , et qu'on peut regarder comme des mo- 
difications d'une même courbe représentée par 
l'équation générale : on examine ensuite les pro- 
priétés générales et particulières de ces courbes: 
on y donne la transformation des coordonnées 
qae l'on applique à la recherche des diamètres 
conjugués et attelle des tangentes; l'on y trou- 
vera les formules générales des sous-tangentes , 
des sous-normales, des rayons de courbure..» &c* 
déduites des méthodes de Descartes, de Fer- 
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mat 9 de Lagrange ; enfin une démonstration 
S3mthétîque de l'identité des courbes du pre- 
mier ordre ou lignes du second ordre ^ avec les 
sections faites par un plan, dans un cône. La 
théorie générale des sections coniques est suivie 
de la description de plusieurs autres courbes 
algébriques ou transcendantes , et de quelques 
observations sur les affections générales des 
courbes , et sur leur usage dans la résolution ou 
la construction des équations algébriques. 

La secondé partie coiinprénd les Elémens du 
Calcul des Différences finies et du Calcul Diffé- 
rentiel et Intégral ; les variations que ces nou- 
veaux calculs ont éprouvées dans l'exposition des 
principes pouvoient être regardées comme utt 
motif d'incertitude ou d'obscurité , et il étoît de 
la plus grande importance pour les progrès de 
l'analyse, de fixer les vrais. élémens de la non-** 
velle doctrine : c'est ce que Lagrange a fait dans 
sa théorie des fonctions analytiqu^es , que nous 
avons fait connoître dans la première partie. Mais 
il restoit encore à faire voir la conformité entro 
la théorie des fonctions analytiques > le calcul 
différentiel et la méthode des limites. J'ai donc 
exposé séparément les principes de ces diffé- 
rentes méthodes , je les ai comparées entr'elles , 
et les id appliquées ensuite à la solution des 
mêmes problêmes. 

En composant cet ouvrage, je n'ai eu d'autre 
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lut que de préparer les élèves qai fréquentent 
les Ecoles Centrales , à étudier avec fruit^ dans 
les livres originaux les théories dont je ne leur 
présente que l'analyse , et dans laquelle je n'ai 
souvent fait ^ue rétablir les calculs intermé^ 
diaires nécessaires pour Pintelligence du texte; 
Ceux qui se préparent pour les examens de 
l'Ecole Polytechnique , trouveront dans ce vo- 
lume , et dans les deux qui précèdent , toutes 
les théories énoncées dans le programme de cette 
Ecole j démontrées d'après les principes de La« 
grange et de Laplace , conformément aux avis 
du Ministre de l'Intérieur , dans sa circulaire 
du 9 ventôse an 8. Cet ouvrage élémentaire et 
celui de Lacfoix, sont les seuls que je sache 
rédigés d'après ces principes : on ne sera donc 
pas surpris qu'ils se ressemblent souvent par le 
choix des matières et par la manière dont elles 
sont traitées j j'avouerai même ici , avec recon- 
noissance , que les ouvrages de cet habile Géo- 
mètre m'ont été d'un grand secours : dépourvu 
de la plus grande partie des livres originaux ^ 
privé du conseil et des avis des personnes éclai- 
rées , je n'ai pu consulter que ses Leçons Elé- 
mentaires et son Calcul Différentiel et Intégral , 
ouvrage le plus complet en ce genre qui ait en- 
core paru. J'ai été obligé de rappeler souvent 
d'anciennes idées ou de travailler sur des notes 
isolées et sans ordre. Quelque soin que j'aie mis 
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à la rédaction de cet ouvrage , je sens qu'il peut 
s'y être glissé quelques inadvertances indépen* 
daûtea. des fautes typographiques ; je réclama 
rindulgence du lecteur, en faveur des vérités 
utiles que l'ouvrage renferme , et de l'avantage 
qu'il peut en retirer. 



OBSERVATION. 

Qnelqae'soîn qu'on donne à Timpression et à la cor- 
rection des ouTrages de Mathématiques , il y reste ton* 
jours des fautes typographiques , sur - tout lorsqu'ils ne 
sont pas imprimés soiis les yeux de l'Auteur. La plupart de 
celles qu'on trouvera dans cet errata sont trèsrfaciles à 
appercevoir; il n'en est que deux ou trois qui auroient pu 
causer quelqu'embarras à l'élève qui yerroit ces matières 
pour la première fois, 

E RRui T ^. 

Page 4, ligne 18, — p; lisez — P, 
Page i3 y ligne 16,^; lisez 5. 




Page 77, ligne i3, + — ; Usez——. 

Page So t Kgne 2 , = — ; Usez = —. 

Page tWrf., ligne ai , s^ — 45+8= o;/wezj^— 4, 5+8=0, 
Page 96) ligne 5 y et multipliant; Usez et multipliant entre 

eux les deux derniers facteurs. 
Page 1 24 , ligne 9 , +i^x Q' ; Usez +P'x+ Ç*. 
Page ihid,y ligne 2Z, même correction. 
Page ia6, ligne 8 , = P»= a Q; lisez = P* — a Q. 

Page laS 9 ligne i4, — ^ = 6; Usez~ = k. 

O o ' 

Page ibid. , ligne 24 , 3 A x+v* -, lisez 3 h xy^. 

Page i53, ligne 7 , /we« n l 1 — 1. 

Page i4i , ligne dernière, ^ ( r)"^" ; Hsez(^^. r)"'. (correc- 
tion essentielle ). 
Page i4a, ligne a , même correction. 
Page i45 , ligne 7 , +F' . o:; //^e;B + k Fx, 

j^ 
Page 147 , ligne i o , multipliez le premier terme par — ^ 



XI] 

Page i5x , ces trois lignes de calcul doivent être laes comme 
il suit : 






t 



Le coefficient de k dans le développement de cette fonc- 
tion est 






anix 



Page i53 , lignes q3 et a4 ; lisez comme il suit : (essentielle.) 

r(x,Z)=pZ(x.zy-s 

Page i55, lignes 12 et i3-, lisez comme il suit : (essentielle.) 
Fix,y)=!^ax + by+d, 

Page 161 , ligne 12 , ces deux sortes; lisez ces sortes. 

Pagei83, ligne 5,m + o;/ï5C»m==o. 

Page 1 86 , ligne n , a ; Usez A. 

Page 202 , ligne première , Bb^"' a:»-* ; lisez Bfi'^-^ a:»-». 

Page 227 , ligne i5 , Téquation ; lisez la forme dé Téquation. 

Page 224, Ûgne i3 , z =— yC lisezzz= +V/-. 
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Notions générales sur la nature des 
• équations. • 

1 • iii 19 examinant attentivement la raison pour la* 
quelle les équations du second degré sont suscep-» 
tibles de deux racines désignées par ^ et 3 ^ on a 
vu i-^lg-S^) que c'est pdf ce qu'elles sont le 
produit de deux facteurs x-^a.^ etx — b; et 
qu'ainsi l'équation générale da^second degré peut 
être mise sous la forme (a? — a) {x — b) = oz 
cette manière d'entisager les équations du second 
degré , étendue aux équations d'un degré quel- 
conque, esr^la base de la tRéorie générale des 
équations : il içiportedonc de la développer ^ pour 
en voir sortir les principaux résultats de cette 
branche impbrtante de l'analyse. 

2. Soit uo nombre donné de facteurs « — a^ 
X — b, X — ,Cy X — d, &c, le produit de «— a 
par X'—b,et par j? — c est 

— ■ ô V» + ac 
ïxr, A 



x^ — alx^ + ab yx-^abat 
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Le produit dex — a par x — &, a? — ^ c^x — d, est 

— ô f -4- ac 

— c? r + ad\ 
^d) +bci 

+ bd^ 
4- cd 

II est aisé de remarqaer dans les multiplications 
précédentes , i*. que le premier terme de ces pro- 
duits est X élevée à une puissance marquée par le 
nombre des facteurs ; 2*". que le second terme est 
X élevée à une puissance d^un degré moindre d'une 
unité avec un coefficient égal a la somme des lettres 
a,6jCj d^y. que le troisième terme est a^élevée 
à une puissance d'an degré moindre dlune unité 
que dans le second , aveq un coefficient égal à la 
somme des produits des pèmes lettres prises deux 
à deux ; 4^.' que le ^atrîème terme est x élevée à 
une puissance moimire d'une unité que dans le 
terme précédent ^ avec un* coefficient égal à la 
somo^e des produit; des mêmes lettres prises trois 
à trois j 5**. que le deruier terme est le produit 
des quatre lettres abcd. » 

D*où l'on peut conclure , que si dans li| multiplî- 
cation précédenteîoif fait x = a, cftia?=A,ou 
X ^=:c.on x=:d, cliacune de ces v2|leurs rendra 
le produit = o , et par conséquent îl y aura quatre 
masières différentes de satisfaire à réquatîon * 

{x — a){x'-rb) (x — c) (^— «f) ==o; 
'on /ce qui signifie la même cliose^ cette équation a 
quatre racines représentées^ par les lettres a; b, c, d, 
3* Si l'on fait la sonftne des quatre racines = p > 
la somme <les produits des ifêmes f»cinï^ prises 
deux à deux = ç , la' somm^ dek ^produits des 
mêmes racines prises trois à trois = r, et le pro- 
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daic de toutes les qaatre racines r=z s , Téquation 
deviendra «♦— /> se + qat^ — r 4? + « = o, 

4* 5î l'^n multifdie cette éqaation da quatrième 
degré par x^^f, on aura réquation du cinquième 
degré 

Où Ton Yoit^ i"*. que si p est la somme des quatre 

Fremières racines 9^+/*6st celle des cinq racines de 
équation, du cinquième degré , ce qui est évident ; 
a?. Si q est la somme des produits des quatre premiè» 
res racines prises deux à deux y ^ +fpe8t celle des 
mèm^ produits des .cinq racmes : en effet , on a 
p:^a'^b+c+ d, donc fp =af+bf+ùf^dff 
d'ailleurs^ :==ab + aç + ad+ bc+ bd+ed***\ 
donc ^ -^-fp est la somme de tous les produits 
qu'on peut taire avec les cinq racines, en les muW 
tiplîant dej^y^ à di?ux; 3^. i» r est la somme des 
produitfi des q^at^^ premières raines prises trois 
à trois ^ on trouvera par pn calcul analogue aa 
précédent , que r 4- ff ^cprime les mêmes pro-* 
duits formés avec les ciuq #acines j 4''. enfin si s est 
le produit des«qua(rç préfères racines ^/^ sera 
évidemment le produit de^ cinq. 

5* Sm3 pol^sser plus Ibin.ce calcul j on doit Toir 
que iiç produit d'uu uomtire n de facteurs tels que 
x-rr-a 9 Wr^ b,x — c?t # • aura la forme suivante : 

çt que si np de ces &cteors ^ n'imponv lequel ^ est 
zéro » 1^ prodpit de tout sera «éro ; c'e^-ànlire que 
l'on apca J'équatloQ 

pans cette équation ^ P ss la somme des tacipe^f 

A a 
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de réguatlôn; Q = la somme des produits d-e^ 
mêmes racines prises deux è deux ; M =^ la somme 
des produits des mêmes racines prises trois à trois... 
et >^œ le produit de toutes les racines. 

<^. On voit aussi que lorsque toutes les racinesr 
sont positives , les termes de réquation ont alter- 
nativement le signe + et le .signe -^ ; lorsqu'elles 
sont toutes négatives 3 les termes de Téquation ont 
tous le signe +. Si les racines de Téquatiôn sont 
les unes positives et les autres négatives , on ne 
pourra rien conclure généralement pour le signe 
des termes. 

7* Si parmi le^ nombre n de facteurs ^ il s'en 
trouve plusieurs égaux , c*^st - à - dire si Ton a 
ô = ^ == c=. . .etc. réquation a plusieurs racines 
égales, ou ce qui revient au même , la même racine, 
est plusieurs fois facteur dans le produit • • • • • • 

w* — />a?--*+ Q*''-*...=i=/^=o. 

Les observations précédentes sur la forme et la 
Taleur des coefficiens d'une équation d'un degfé 
quelconque ont été faites par Descarlès , ainsi que 
plusieurs autres sur la formation des équations , 
sur la nattwé et les signet des racines , sur là trans- 
formation d'une équation en une autre dont les 
racines aient tel rapport qu'on voudra iavec les- 
racines de la proposée : elles sont*de fa plus grahde 
utilité pour étendre et perfectionner la théorie des 
équations. Nous ne tarderons pas à les faire con-^ 
çoître. 

Ce qu'on vient de lire dans l'article précédent 
fait cônnoître la forme de l'équation du degré n, 
résultante de la tnultiplicâtion du nombre /z d& 
facteurs x — a^ x — b , x — Ci... Maïs Fécîpfo- 
guement toute expression algébrique du degré n 

}3eut-elle toujours se décomposer en facteurs de 
a forme x>^a, x-^b. . . . / -ou , ce qui est \^~ 
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même chose, existe- t-il toujours une valeur a; 
^ui, substituée à la place de x dans une expression 
algébrique donnée , rende la somme de tous ces 
termes égale à zéra ? c'est ce que nous examine^ 
ronk dans les articles 'sûivans,. Nous supposerons 
d'abotd:qu6 Téquation a toolës ses racines réelles ^ 
nous no^s QccuperoDs ensuite de celtes qu'on 
nomàie imagmair^. 

^•.;. ;;©'È f;i;n I t'i o n s/ ' ' 

8; Oh^ëmme fônctron d'ane pu plusieurs gran- 
deurs, tpiite exprèsih^ôn algébrique de forme quel- 
conque^ -qui renferme dès quantités variables et 
des quantités constantes V ainsi a + 6 x est une 
fonction de x.. . {z 4- ay + 6 ic )"* est une fonc^ 
tion dA variables x,y ^z. 

. Toute quûwtHé dont îa" valeur dépend de plu- 
sieurs autres quantités est dite fpnction de ces quan- 
tités ,- soit' *qu*on fionnoîsse au qu'on ignore par 
quelles opérations il faut passer pour remonter de 
la iraleur de celle-ci à la valeur de |a première : 
c^est dans ee sens que les racines d'une équation 
sont fonctrotis des coeflficlens des difFérens termes 
de l^é^àtiori', c'est^-à^'cferé dépendent de la valeur 
de éè^ ^ôelSôietis. ' j ; / 

Les fonctions sont - rationnelles lors<ju*élIes ne 
renJFermeJt pas des ' grandeurs sous le signe radi- 
cal, et felléé sont entières lorsqu'elles rie contien- 
nent pas de fra6trori|îJ • 

liCs ;f6b(!:tfons sont dites htmogèaes* lorsque la 
sototete'^tles dimensioiis. des grandeui^^ variableé 
donc ^leë sont composées est la^ême dans tous 
les l^vvà^s î ëînsi ir*y -+ û a^^ + by^ est' une fonc* 
tîonrhôinogène de x et j. 

La lôûctioû est liâééiîi?e , lorsque lôs grandeurs 

A 3 
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dont elle est composée ne sont élevées qu'à la 
première puissance et ne sont pas multipliées 
entr'elles, telle est la fonction ax + by. 

Les fonctions semblables sont celles dan&Jes«- 
quelles les variables et les cpnstantes entrent de la 
même manière* Telles sont leadeu^c suivantes. •« 

On nomme fonction invariable ou symétrique 
toute expression des grandeurs a,bjC.... etc. 
combinées entr'elles d'une manière semblable^ en 
sorte qu'elles restent les mêmes en y cbitngeant 
les quantités entr'elles : par exemple^ lés quantités 

a^ + b^-^c^... sont des fonctions symétriques ou 
invariables des trois, quantités a^ b ^ c , parce 
qu'elles restent les mêmes en y cliangeant^^a en c , 
etcena s oxia enb, et b en a; ou encore 6 en c ^ 
et c en b. ^ 

. Ainsi la somme des cacines d'utie équation ^ oelfe 
de leurs produits deux à deux/celle des produits 
trois à trois. • • etc. /ont .des fonctions symétriques 
ou invariables de ces mêmes racines. La somme 
des quarrés^ celle dçs cubes des mêmes racines, 
et en général la somme des puissances quelçon'- 
ques des racines d'une équation ^ spnt des tonç^ons 
symétriques de ces racines. 

La forme des fonctions peut être indéterminée 
ovk inconnue, ^et pour lors on emploie un signe 
abstrait pour la désigner, tel. quey ou ^, pu f. 
Aimi f x^., F (x,jr).,. ip {.x,y,z) représen- 
tent une combinaison quelconque connue ou: in- 
connue des variables w ^y ^ z. .. avec^ 4 autres 
quantités qu'on regarde comme constantes»., . 

Revenons à la théorie générale des éqi^ations,. 
et commentons pardémontrer les prippip^u:| théo* 
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remes qai périrent de base et de fondejoient à toute 
dette théorie. 

^* Si l^on a une fonction algébrique ou un 
polynôme quelconque d^un degré n ^ composé de 
termes jmitifs et hégoHfi , tels que 

et que Von trouve 4lëuàe nombres « , j8 , tels ^«V- 
tant substitués srtccessipement à tàipldôë de fin^ 
connueitjie polynôme rèpoipê deux pâleurs de 
signes contraires , il existera au moins une pâleur 
entre a et je qui > sub^kée à ia place de Jè- dans 
le pofyéom»i rendra la somriw de tious les termes 
nulle, àu^i^ùlè à^ro. 

Désignons en général par F.x ta somtiie de toas 
les termes du* polynôme ^p^ ôât 1^ àpse +, et par 
f.x la sonifae de tous leà tterme^ qui ont lé signe — , 
en sorte que le polyniMne^^oît F.x^^fx : suppo- 
sons , ^ur plus de facilité y que les deu^ notnbres 
3uî^ mis à la place.de x dans le polyaosie , donnent 
eux résultats de sîguf^ contraires soiéttt tous les 
deux positifa^ représentonâ le plos petit par à, et 
le plus grand par j3 ; si lar'^bstilùtioii dé « a 4a place 
de^dojme ^ourF.<fc^-*/.A un résultat négëtif/ee 
que la Hbstieotion de jB à la place de x dotine pcrur 
f P.fk —ffi un résultat positif, il est visible (i|ue dans 
le premier cas on a JF.a <^fA , et que dans le* se- 
cond on a F4 >ffi' or , par la forme des fonc- 
tions désignées pat* F,f, qui ne contiennenk que 
des tei^mes positifs et dès puissances eatièries et 
positives de 2r ^ il est obir que ces quanûtéà« .a»^ 
çientent qMtinoellem^itè'mesure que j: augmente^ 
et qu'en faisant augmenter x par tous 1^ degréa 
insèiflibles' rdepuis «t ja^qo'à y elles augm^terônt 
aussi pait^degrés insensibles , aîsîs de manière que 
iP'.a;1ftû|;nuântera pla$ rapidement que/*x^ puisque 

A 4 
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de plus petite qa'elle étoit , elle deTÎendjra plus 
grande : donc en vertu de la loi de continuité , il 
y aura oécessâirepient. un terme entré les deux 
valeurs * et /3, où ^.jc ^era égal è/^r,. comme 
deux mobiles qu'on suppose parcourir un^ même 
droite ou deuy droites , parallèles , et qui partant 
a-la- fois de deux poihts" difFéreris, arrivent au 
même instant à deux«autres points j.m^is de ma- 
pièr^ que.celi^i qui ^^tok w arrière se trouve en- 
suite plus X avancé qiie l'autre. Ces d^ux mobiles,. 
d^s-'j[e^ doivent nécessairement se rencontrer dans 
leuA qbemîn : donc en supposjBint:\ que <^ aoit la. 
fral^Hr \ cofrespondante de .x. y çomjnènsuràble ou 
incommensurable, on aura à ce Doint^J?.«^-^/W=: o :. 
f^ i[j|u'il.falloit dériioptrer.} ! , ^ • . 

, Si le, polynôme nfavoit pas de termes négatîfis ,'* 
on prçndroit po.Uf -^ d^ valeurs négàtive#T— * — /3 , 
les termes affectés de» puissances impaires ^evien- 
droiei^t>négatifs , et le polynôme prendijoit lalprme 

3i le polynôme aVvoitp^de puissances impai- 
re^ ^ et :que tou& 1^9 térjmes.afFectés. de puissances 
paires fussent positifs , il seroit împo^iîile de trou-- 
vçr pour 4c deux nombres tels que le-pj^yname 
refût deux valeurs, de si^es contraicea. " 

lô. Si' Von a une équation â^ùn degré quel^ 
eonque. % . / • 

àr"-h.P ^"^•+ Q^"- + iJi"-^ ... +;^=? o , 

ebqu^on représente par :izeiia quanèité qui , mise 
ài($pface de x dans Véquktion rend le premier 
membre éf^al à zéro^ ceite équation sep^^ipisiblet 

Car i' est évident , ^""^^ ;queÀ^ne mdntàiit qu'au 
premier degré dans l« diviseur, si on divîst Féqua* 
tioç donnée par x:dbia V en poussant la division 
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jiis^'à son dermer terme, on aura un quotient Q, 
et. un reste que j'appelle i{ ^ dans lequel x ne se 

trouvera pas. Le quotient sera donc Q H — --j — j 

mais dans toute division, le quotient multiplié par 
le diviseur reproduit le dividende : donc. • 

f<?+—— ^;rcfca, c'est-à-dire Q(:c±a) +l?,doît 
\ xràza/ . . . . ' 

létre ég£^l et, identique avec le dividende; Or, en 
faisant x-=:=!zk:^a dans le dividende , tout s'évanouit 
par la supposition ; donc tout doit s'évanouir 
aussi par la i^éme hypothèse dans l'expression 
Q^xdan) + iî ; on «ara donc nécessairement 
R = 05 ce qui annonce que la, division se fait sans 
restp,etque par conséquent? l'équation proposée 
est divisible par x de: a. 

Supposons actuellement que =i= b substitué à la 

. pWpe de X dans le quotient Q fasse évanouir tous 

^ lés termes, ce quotient sera divisible par x±6, et 

par conséquent J'équation proposée sera divisible 

^P^r xzizb: car nous venons de voir que l'équation 
proposée = Ç ( a: =±: a )5 or^ =:^K { xzt:b ), puis- 
qu'il est divisible par;t:=^fc, donc. la proposée 
sera divisible par(j;±a) (xdzb).... On trou- 
vera de même qu'en supposant une quantité c qui , 
substituée à la place dex, fasse évanouir le quo- 
tient K^ ce nouveau quotient , et par conséquent 
réqûation proposée sera'dî^isîî5te"pâr~Arîizc';"ôn 
fera le même raisonnement sur les autres quotiens , 
jusqu'à ce qu^on en trouve un "qui ne soit lui-même 
qu'un facteur binôme ; donc l'équation proposée 
pourra se mettra ^ous la forme suivante : 

ixd=:a) (x^b){xd[zc){xzizd)(x:±:f)*..^^. 
A cette démonstration*, qui e^t de d*Alembert , 
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nous ajouterons la suivante j tirée de Lagrafige, 
Reprenons Téquation générale 

Si a est une racine çie Téquation^on a ré^^uatioD 
j[)articulière 

retranchant cette dernière de la première , ou ce 
qui revient au même ^substituant dans la première 
îa valeur de /éprise dans la seconde^ on a 

^« — a' + P (ar"-" — a*-')+ Q ( :p"— — a"-* ) 
+ iî(^-3^^«^3j + r(;^ — a) = o. 

Tant que n est un tiombi:0 entier positif, x^'-^d^ 
est généralement divisible par x^— a (i): donc 
tous les termes de cette équation sont divisibles 
par X — a. « . 

II. Si le nombre des quantités réelles et ihé;^ ' * 
féales qui j mises à là place de x dans V équation^ ^ *' 
peuvent rendre le premier membre ^gal à zéro , 
est plus petit que n^ le facteur restant sera tèt 
qu^ilne pourta jamais devenir négatifs quelque 
valeur qu^on doHne à ^inconnue. 
; Car siippoiidh^ que le nombre des racines réelles 
et inégales de Téquatiôn soit m moindre que 73'^ 
Téquation pourra se mettre sous la forme suivante : 

. (1) On suppose ordinairement , ou .roa oe^déaaontre que 
par induction , que x" — a'» ç^t divisible par x— a : on peut 
cependant le démontrer de la manière suivante: mettons x 
sou» celte forme * — a + a , et soit fait x — a=:z, on aura 
a:« — a» = («4- a)"-^c'* ; en développant lé binôme, toils 
ses termes seront divisibles par s, e:!ccepté le dernier +0" 
•qui sera détruit par — a», mats «r=;a:-i— û; donc tous léa 
termes de (;^ + ^ )"— ^'^ seronf divisibles par a? — a , dona 
or'^— a» est dîviôîWe par ic -* c. 
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Ix — a) (x — b) (x—c) (ir — rf) ( )x 

Par J'hypothèsOi il n'existe pas de Taleur réelle qui 
puisse rendre zéro le facteur polynôme ; donc 
quelque yalear qu'on donne k x , ee: polynôme 
ne pourra jamais avoir une valeur négative : car le 
premier terme de ce polynôme. eH nécessairement 
positif, et si on donne à x une valeur p\as grande 
que toute quantité assignable y ce preniier terme 
rarpassera la somme de tous les autires ; donc le 
polynôme aura une valeur positive : $11 éxistoit un 
nombre qui , mis à la place de a r&ndit la valeur 
du polynôme négative, entre les denlc valeurs de 
4;^ il en existeroit une troisièmejfl/^ qui rendroit le 
polynôme =: o ( 9 )• H seroit donc divisible par 
x^^S'yet par conséquent il existeroit une valeur 
réelle qui tendroit le polynôme égal à séi^o ^ ce qui 
est contre la supposition. 

Nota, t^^tt^ défflonseration suppose que le pre- 
mier ternse du polynôme est. élevé à «ne pnissance 
paires si l'exposant n*^m étoit impair en donnant 
à X une valeur négative plus grande que tonte 
grandeur assi^able , la valeur du pelynome seroit 
pégatîve :. mais il sera démontré ( 55 ) que ce poly- 
poqje ne peut étire que d'un rang pair ; ainsi le 
premier terme ne peut jamais ecquérilr une valeur 
négative. 

Le polynôme *"--" + d ^r*^-* + tf af^"-**+ ••. u 
peut étr^ divisible pmr pmsienrs facteurs réels dou- 
bles, ou multiples d'un rang pair de* la forme 
^4r — a)*''i et comme ces facteurs soht toujours 
positifs^ quelque valeur qu'on adonne à iP> il est 
visible que le polynôme qui li'aura que de pareils 
facteurs réels ne pourra jamais recevoir uqe valeur 
négative. 
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Quoiqu'il n'exiite pas de valeur réelle qm puisse 
vendre zéro le-facteur.poIynome«""~"-p/ja?""""*""* 
4-ya?""*'"^* + . • ..+ u, la généralité des formules 
a^éBriqtie$ qui, sont indépendantes des valeurs 
particulière» qu'on peut domief aux quantité^; fait 

3u'on peut regarder le polynotne <ionamô^rmé 
'autant de facteurs sîoijh^s' qu'ë y d d'unités dans 
Texposant «r^— ik y c'edt-à-dire qu'on peut écrire • 



Lesfacteurs^non réels de ce polynôme , c'est-à-dire 
ses facteu?$' simples , sont appelés imaginaireis , «t 
les valeurs ry3 , ty sqnt appeléies les racines ima- 
ginaires de l'équation . . ,v. 
. 12. SiuHedes racinesftle Inéquation est r^^ 
présentée^parB: ^ee nombre a sera un dipiséurxla 
dermertérmeNi' ^ K.: . - 

Car si a est une racine-i on a, abstraction faîte 
du:sîgne ^ 4j^;*+oPca»-* + Q ^ï""^4- -R a^-^ • . • = Z^- 
or le premier membre de cette équation est divi-* 
«ible par: a y donc le second qiû lui est égal ^ 
est aussi divisible par a , tt par conséquent a 
est. un des.diviseuFs de /^.* par la même raison si 
byC,dj sont. des racines entières , positives ou né- 

Satives deT^uation, /^sera divisible par b, c^.û 
ODC y est le produit de .toutes les racines de 
l'équation, et par conséquent si l'équation a une 
raçine'=t> , le <}ernîer termfe dé Féquation , c'est- 
àrdire le i^m^e sans x, doit manquer dan^ l'équa- 
tion. * : : , . 

13. Slles- eo^ffioiem Py Q, R; . . sont tous des 

nombres entiers , Inéquation ne peut pas apôir^ 

pour racine imnomhre raiiùnneià moins ffu^tl ne 

soit entier. • • ^ - ' 

Car si dans l'hypothèse dont nous parlons, Véqùâ^-' 
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'^îoB javoît une racine fractionnaire , en repré-- 

sentant cette racine par la fraction — réduite è 

Texpressionja plus simple, U faudroit que Ton eût 
J'éqaalion 



si on multiplie tous les termes de cette équatron 
par A\on aura a" + P* a-' + Qi^a""*., .... • | 
4- iî *"-• a* + r è"-; a= T^ b" y abstraction 
faite du signe : le premier membre de cette équa- 
tion est divisible par a , donc VV sera aussi aivî- 
sible para, mais a et £ sont premiers: entr'eux 
par la supposition 3 donc /^doit être divisible par 
«. Soit /^= ma, met a étant des entiers : divisant 
toute l' équation. par a ^ on a une seconde équa- 
tion . . 

a""' +F6 a"~* + Q b* a»-^ + s V^^a 

le premier membre de cette équation est divisible 
par a,, donc ( T + mb ) è"~* sera divisil?le par a, 
et à cause que è"""* ne peut pas se diviser par a ,, 
on aura T-i~mb = K.a, K étant un nombre 
entier '5 donc en divisant encore par a, on aura 
une tfôisîème équation 

a-^^^Pb rf^-^^ Qb-d^^....^{ S+K b ) Ô-» 5 

on aura donc par les mêmes raisons que ci-dessus 
S + Kb divisible par a , ou S+Kb = Ka : en 
continuant ain^i on' paiivîendra à une équation 
linéaire , 
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or le premier membre de cette équation est une 
fraction irrédactible , et le second membre est 
nécessairement un entier ; donc la sapposition que. 
pous hvdns faite ne peut pas avoir lieu , à moins 
de supposer & = i , et par conséquent si tous let 
^ coefficiens de l'équation sont des entiers ^ les ra- 
cines ne sauroient être fractionnaires. 

14. Pour transformer les racines de Véqua^ 
tion , les positipes en nàgdtipes et les négatives 
en positives, il suffit de changer les signes des 
termes dans lesquels Vinconnue est élevée à une 
puissance impaire. 

' Car on opérera le changement demandé en 
écrivant •<— ic à la place de + ;p / or si Ton met 
*-^ X à la place de + x , les puissances impaires de- 
viendront «négatives^ donc les termes affectés de 
ces puissances seront les seuls qui changeront da 
signe. 

1 5* On peut fransformer une équation en une 
autre dont les racines sont égales à celles de la 
proposée, augmentées au diminuées dPune quan- 
tité déterminée. 

Car si Ton fait a? =y =fc m> on changera réqna<p 
tion proposée en une autre daiiit Tinconnae sera j^ ;> 
les racines de celles « ci étant connues , on aqra 
les valeurs porre^poxidantçs 4^ x par T^quation 
x—y^m. 

Qn peut par cette trjansfftjpfnation faire dispa- 
roître un terme quelcpnqu^ deVéquation^earsoit 
Téquation générale ^ 
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si on suppose x=:y + z, on aura.U transformée 

f+nzy •+ -x;V-+ 5 z^y»-^+.•.+ x* 

2 

+ 22 + Hz^^' 

+ 

H- 

SiM'on veut que le second terme de cette équation 
disparoîsse^il faudra faire son coefficient nz+ P=o, 

P 

ce qui donne z = — — ^ on fera disparoître le trpi* 
n 

9Îème terme en supposant ;z* + n — 1 Pr 

+ ^ = o ^ et Ton aura une équation du second 
degré pour déterminera; elle seroit du troisième 

I si on vottloit faire disparaître le quatrième terme , 

\ et ainsi des autres. 

La supposition propre à f^ire disparoître le 
second terme est la plus simple de toutes , c'est 
aussi la seule dont on fait usage 3 elle nous apprend 
que pour que leaeçond terme d*nne* équation s'é- 
vanouis^^ il faut supposer l'inconnue x égale à 
une autre inconnue ^j plus ou moins le coeffi- 
cient du second terme divisé par l'exposant de 
Téquation ; ie signe + a lieu lorsque le second 
terme est né^ati?, et le signe •— a lieu lorsque le 
second terme de l'équation est positif. 

i Si l'on voùlok faire évanouir deux termes d'une 

équatioQ , la supposition de x=y + ^t^^ suffiroit 
pas ^ parce qu'elle h'introduîroît Qu'une seule indé- 

^ terminée zf mais si on suppose x^^^^^y+a+bx^ 
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on pourroit faire disparoître deux termes à-Ia-^ 
fois, en déterminant convenablement les deuxîndé^ 
terminées a,b. * 

l6. On peut transformer une équation en une 
autre dont les racines soient égales aux racines 
de la proposée , multipliées par une quantité 
donnée. 

Car sî nous supposons a? = — ou y z=i m x, on 

m 

changera Téquatlon en une autre dont les racines 

seront représentées par y s ^vy = mx,^ donc les 

racines de la transformée seront égales à celles 

de la proposée , multipliées par m. 

^ On peut par cette transformation changer une 

équation qui a des coefficiens fractionnaires en une 

autre qui n'en contient pas. 

Car soit l'équation 

/ g :'' i 

en supposant â; = — et multipliant tous les termes 
m 

J)ar m"> on a 

/ g * l 

Sî dans cette équation on fait m = jf^ >&.••/, il 
est visible que tous les dénominateurs aisparoîtront, 
d'où on peut conclure que pour changer une équa- 
tion qui a des coefficiens fractionnaires en une autre 
qui n'en a pas , il faut faire ^ = jr divisé par le 
produit de tous les dénominateurs. 

On a vu (i5) que si les coefficiens de tous les 
termes de l'équation sont des entiers, les racines 
lie sauroient être fractionnaires j on peut donc 

toujours 
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toujours faire en sorte que les racines de l'éqna- 
don à résoudre soient des nombres entiers. 

Le petit nombre de théorèmes démontrés dans! 
les numéros précédeos va nous servir pour trouver 
toutes les racines commensurables d'une équation ^ 
soit qu'elles soient entières , soit qu'elles soient 
fraotionnaires ^ soit qu'elles soient positives^ soit 
qu'elles soient négatives. 

17. On a vu (12) que si a est une racine de 
l'équation 3 cette racip^e est' diviseur du dernier 
terme, et toute l'équation est divisible par jr±:a(io); 
donc si après avoir cherché tous iès diviseurs da* 
^rtiier terme on essaie de diviser Téquation par 
X =i= chaque diviseur , ceux qui donneront un quo« 
tient exact et sans reste seront les racines de l'é- 
quation. Cette méthode est générale , et fera tou- 
jours connoître directement les racines commen- 
surables positives ou négatives de 4'équation lors* 
qu'elles sont entières ^ Si elles sont Fractionnaires / 
on commencera préalablenaent par préparer l'ér 
quakion } c'est-à-^dire qu'on la cobyertira -en une 
autre dont les racines soient entières et ayant un 
rapport connu avec celles de la proposée (16). 
Nous allons éclairoir cette méthode par quelques 
exemples : nous les choisirons parmi les équations 
qui n'ont que des racines commensura^bles. 
1 85, Soit l'équation ^ ' 

a* — x^ — 19'x* -f' 49 a? — 5o = o, 

on cherchera d'abord les diviseurs du derniertet-me/ 
et l'ort trouvera i , 2, 3, 5, 6, 10, i5, 3o: ou 
essaiera de diviser l'équation par « — 1 ; la divî-* 
sion réussit , donc 1 est une racine de l'équation ; 
on divisera le quotient par x — a ; la division 
réus^îit encore , donc a est la seconde racipe de 
l'équation : on prendra pour troisième diviseur 
iri. B 
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jp .^ 5 ; qui donnera parèUlement un quotient sans 
reste , donc 3 est la troisième racine positive de 
inéquation : si on cherche à diviser par or -~5^ 
la dîvision^ne réussira pas ; mais si on divise l'équa- 
tion par ^ + 6^ la division réussit ^ donc -^5 e^ 
une racine négative de l'équation ; c'est-à-diré (|ue 
)a f^ropoaée peut être mise sous laponne suivatee: 

(x — i) {x — a) (a; — 3) (a? + 5) =o* 

On verra dans la suite (33) comment on peut 
jager du nombre des racines positives et des racînesi 
négatives dNine équatidn. : 

On demande les racines de Féquatibn àa troi-* 
sième degré 

s^ + x"" ^54 X + B^ =o. 

Les diviseurs du dernier terme sont , i ySi^4,jy8î 
i4 , s3» 56. • • Les seuls de cea diviseurs qui puis-t 
sent satisfaire à Téquation proposée , sont + 2 ^ 
4- 4 3 — 7 : donp Téquatico est divi^ble par x^^u^ 
X — 4 > *^ + 7 5 ce qui donné pour taçines . da 
réquati^n . 

x — 2, « = 4> x = ^7. 

On peut quelquefois rendre l'équation plus sim- 
ple par des préparations que la forme de Téqua-^ 
tion indique : par exemple^ si on proposoit Téqua- 
tion 

x^ — 76 X + «40=^0^ 

on pourroit remarquer que a4o=8 X 5o et 76 
=r 4 X 19 J donc en faisant x=2y,en vertu du 
théorème démontré (16) , toute l'équation sera di- 
visible par 8 , et l'oji aura ' 

y — ^9J^ + ^o = o, 

équation plus facile à résoudre ^e la; pramière ^ 
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parc^ qçi^ le dernier terme ^o a moins de diyiseurs 
^ué â4o : cette dernière résolue donne 

^a a^9. (^çflç pour U jpTo^osée , 

X = 4j * = 6, JC = — lo* 

I O. Lorsque le dernier ternie de Téquadôn a un 
grand nombre de diviseurs^ la méthode que nous 
venons d*expKquer pour trouver les racines com- 
mensurabléa jsntières eat longue et pët|if)le. Newtoa 
a donné l^ mcoren sttîvmit pour la 8iai)|lifier. 

Si réquatîop. proposée a un diviseiir sipiple , oa 
peut le représenter par ^ + /tïj et puisque ce di- 
viseur est suppose diviser généralement l'équation, 
il la divisera encore quelque valeur ûu*oti donne 
è jç : sîVon suppose ar^ Oj Véquatlon proposée se 
réduira ^ s^on dernier terme ^ et 1^ diviseur de Viendra 
m^ 3onjD m doit être un diviseur du dernier terme 
de Téquàtion ; $1 on suppose jc == — r, /a valeur 
de Péquatioh que nous repré^seoterons par ^ sem 
divisible par m — i : si on suppose â7= -f- J ^ la 
v^l^ur dç l'équation représentée par B sera divi- 
sible piar m+ i *• or m— -i , m, m -f- i forment 
une projgression arithmétique dont la différences 
est 1 , et dont m est le moyen proportionnel arith- 
métique , dope aucun diviseur au déirnier terme nb 
sera racine de féquation ^ft n'est moyen propoi*- 
tionnel arithmétique entre quelqu'un de^ diviseurs 
prôvenus de la supposition x =;= — i et x ==: i. 

Soit l'équationo:* — 6 ar* — 18 ar'+72 =» o, dont 
on demande les diviseurs commensi\rab£es et en« 
Jtîers. 

*0.^^ forpae la yaleujp J^en supposait x =^— i : 
Jl'éjuaôp^^deyiçRt ' 

B a 



^= o 



84 

72 
60 
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Je forme la valeur B en supposant a? = + 1 : i'e- 

guation devient ' ' 

i^ — 5— 18 + 72 = 5o = -B.i.* 
La supposition de a; == o réduit Téquàtion à son 
dernier terme = 7a. 

Je dispose dans une colonne verticale les sup- 

f)osîtrons /les résultats et les diviseurs, comme on 
e voit dM3 le tableau suivant: 

1.2.3.4.6.7.12.14.21.28.42.84.* +5 —4.— 7.— 3 
i.2.3.4;.6.8.9.i2.i8.24.56.72. . +4—5.-6.^2 
i.2.5.io.25.5o.. 4 • . /. •••••• +5 — a»— 5. — i 

Les seuls diviseurs du dernier terme pris en plus 

et en moins , qui sont en progression arithmétique 

croissante, dont la difFérencè est 1 avec quelque 

diviseur provenu de là^sùpppsitiondé^==;-7- t et 

. jc = 4- 1 , ces diviseurs , dîs-)e., sont +4,-^5, 

_6 , • a , comme on le voit à la suite du tableau, 

donc ce sont les seuls qui' puissent diviser l'équa- 
tion, et il est inutile d'essayer les autres ; en divi- 
sant réqua,tÎQn ipjairx^-ji .4 /pàf x — 5 , pnr x — 6, 
la diyîsiop réussit , donc ces trois diviseurs sont les 
trois racines de l'équation. , . 

21 . Par ce premier essai oa trquv^ souvent plus 
de divisetirs en progression arithmétique que l'é- 
quation Ji'a, de racines; dans ce cas il y en a queU 
quès-'rins d'inutiles ; on trouvera le moyen de les 
écarter en dopnaiit unp nouvelle valeur a^j en 
faisant i^ par exemple ^^ ^==:.i- 2. Par cette nou- 
velle supposition le diviseur 4©. l'équation devient 
m-h2 , qui étant en progressiôii arithmétique avec 
les autres, avertit que parmi les .progressions déjà 
trouvées il ne faut adm'éttVë qliV ceUè'si jqui iSeifyent 
être continuées par quelqu'un des diviseurs dé ht 
iraleur de Véquation > fersqu^'^fi y f ait ïc fc a*» 
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Soît réqaation 



sf 



on écrira comme dans le tableaa précédent : 



»-^ — 1 

57= 

x=+i 



4o 
36 
3o 

74 



i^s.4.5.8.io.â6.4o... 



i.3.3.4.6.gaâ.i8.36. 12; .g 
i.2.3.5.6.io«i5.5o... 3.10 
1.2.37.74.. •• 



1..8 



—4.:.— 5 

—2... — 3 
-^1...— 2 



On remarquera que les deux premièirês ^séries 
(demandant pour être; continuées les nombres + 4 
«t + 1 1 > ;0r ces nombres ne se trouvent pas parmi 
les diviseurs de l'équation proyenus de la suppo- 
sition x = 2 3 donc les deqx premières progressions 
doivent être rejetées. Les deux dernières progres- 
sions peuvent être continuées par les nombres 
•— 1 et — 2 gui se trouvent parmi les diviseurs 
de 74, donc si réquatîon proposée a des diviseurs 
simples commensurables^ et entiers ^ ils ne peuvent 
être que — 3 et — 4. On peut encore voir facile- 
ment que le premier dé ces diviseurs seroit exclu 
par une cinquième supposition; car si la première 
progression négative étoit à conserver, il faudroît 
trouver zéro parmi les diviseurs provenus de la sup- 
position a: = + 3 , ce qui est impossible ; et pour 
conserver k seconde progression négative , il fau- 
droit trouver — i^parmî les mêmes diviseursTorTunité 
est diviseur de tous les nombres, donc si l'équation 
a une racine commensurable et entière elle ne 
peut être que + 4. . . L^équation divisée par ir— é^ 
donne pour quotient ^ + 3x' — Sx — 9, qui ne 
peut plus se diviser par aucim nombre commensu-» 
table j donc l'équation proposée n'a qu'une seula 
racine entière ; savoir , ^ = 4* 

Soît l'équatioa 

R5 
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dont les coefficiens fractionnaires annoncent des 

y 
racines fractionnaires : on fera x = — (i6),réqua- 

tîdn prendra la forme salvante : 

3 3î.m ^ 29 m* . 3 * 
y + — g— ^ ^g— ^ + '^ ^ o J 

fai^nt ensuite /n = 6 ^ ob a 

Parmi les diviseurs dô déAiier terme dii fié trouvem 
ùqe — 6, — 5, et 4- 3B (Jùi pufisseht éëtisfài^ô k 
I é(]iiation , donc les racines de là trànrfôrniéô sont 
^ = 2 , j^ i= 5 ,3^ = — 5B , et par èôhséqUeût celieî* 

de la proposée sont àp = -^ , « = — ,et4P =3—0... 

Cet exemple suffira pour voir (pomment il faut s^jr 
prendre pour trouver les racines fractionnaires 
d'une équation, en la transformant en une autre 
dont les racines sont entières : on pourra s*exèrcer, 
si on le }uge à propos , sur les deux exemptes sùi- 
vans : 

Exempte premier. ' ; 

x^ — x^ — ig^c' + iga; — SoŒso. 
E temple second. 

Les quatre racines dé la première équation sont 

* a?=: I ,:r.= 2, ir=3 et 57=: — 5. 

Les six racines de la seconde sont 

X ===.3 , j? == 5, a? == 4î^ == -^ 1, ap==— -5 et^==v*--4. 

Il arrive souvent qu'une équation qui n'a pas do 
diviseurs commensurables du premier degrli peut 
se décomposer en facteurs commensurables du 
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seconié^fgcé.tioyefBts comment on pefrtlestrouver. 
it* Représentotis ce diviseur par x*+mx+n: 
sî {'équation est gênëraléDaent drrîsîbte-plir le divw 
seur, elle le sera aussi en donnante x des valeurs' 
particulières. Nommons -^ et J? ce que devient 
Téquation par la supposition de :if = •^— i , et 
X :^ + i : \e diviseur de ^ sera i -^ m+ n^ 
le <liviseur de B sera i H- ^ + « , et » sera 
le diviseur de réquation dans la sopposidon de 
^ z= G, Lqs trois diviseurs ne sont pa^ tn progres- 
sion arithmétique ; mais si on retrsmche une unité 
de chaque diviseuç de -^ et JB pris en plus et en 
moins ^ on aura des nombres p^rmi lesquels doivjçnt 
se trouver >ï — hi, n, f^+ m: or ces nonjbres sont 
e|i progression arithmétique dont la différence est 
OT; il ne faudra donc s'arrêter qu'à ceux dçs divi- 
seurs de -^ et iS quT, diminués d'une unité, forme- 
ront une progression arithmétique avec quelqu'un 
des diviseurs du jlerniçr'terme de là proposée, 
lequel sera moyen 'pfopôritJonDei entre les deux 
autres. On pourra trouver par le premier calcul 

f>lusieu(^ progressions arithmétiques inutiles , on 
es écartera par de nouvelles suppositions en fai- 
sant W =i: •— â et 4? =to .+ 2 : on fonuéca les .Taleuns 
de i>^-^ B^, et le diviseur dev«endcar'4«— am+ n 
et 4 4- n M + n. itetraopbant de ces àemx <livWeurs 
"f 4 , c^^st-à^dîrd 1^ quaTré de Is jsiipposkion, U 
restera »^ s iro 'et n +^« m qui conthtnirat Ja pro- 
gpes^ion-cl-'dessiiafdonc îL&plaïadraVartêter qu'aux 
progressions qui pourront être contmuéei par qoeU 
^^ ^i^iseur Hm ^', j&^ U^inoées 4e ii Uaie^sixiéme , 
et tine septième ^uppdsitîen , sî «lies sont néces*^ 
sair^s, diront de fixer ^es véritables diviseurs. 

Ce diviseur du second degré contient deux indé^ 
terminées, ^ et n ; maisil est visible que la valeur 
de R^ 4e diviseur coui répond à la supposition de 

B4 
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X =zO et m + n, celui qui répond à la sup^osîtîonr 
de a: = + 1 : en retranchant le premier du second^ 
on trouvera la valeur de m, dortc les deux indé- 
terminées seront connues. 

Lorsque./» z= o, le diviseur du second degré* se 
réduit à j;*+ n^ alors il ne s'agit que de détermi- 
ner n, etil est visible que n+ i doit être diviseur 
commun de ^ et 5 ,• et î^ + 4 le sera de ^' et jB'. 
, 23. Soit l'équation ^ 

a?*+ 4^?^ + 6ar*+ 4^4-5 = o, - 

dont on. demandé les facteurs doubles comménsu- 
râbles , si elle en a. 

Par la supposition de j»r = — 1 on a ^= 4,. • 
En faisant a; = 4- 1 on a Jî == ^0, . , La suplposî- 
tîon de X = -^"2 donne ^' rr: 5, celle de x =^-h2 
donne B^ = S5: on formera^ donc. le tableau sûï^ 



vant : 



J5'=85 
jB =20 
5 = 5 
^= 4 
\^'^ b 



I.5. 17.85. 
i.s« 4 • ^io.sd 
1.5' 

1-2.4 . 

1.5 -■ '" 



pour savoîr.si l'équation a quelque diviseur çJq* bi» 
forme x^^-fi. Voyons si quelque diviseur Yl\i deriii.ec 
terme. 5 de l'équation augmenté .d'uuQ. unité je§t 
en même temps^ divisèucide.-^» et J5 ; je ae tronvp 
que le diviseari;car 1 + 1 ou-3> e«t diviseur dojé.et 
de 20 , donc t^ := i , et par conséquec* a;*rhiîpeut 
diviser l'éqùatiôm t ' .^ ... 

Cherchon^j le diviseur de là forme a?* + ?n ar4- n,. • 
Parmi les diviseurs de-^ et Jî qui, diminués d'uiie 
unité , forment une progression arithmétique.avep 
quelque diviseur du dernier terme ; on ;trprave 
10 et 25 car 9.5.1 sont en progression arithmé* 
tique dont la différence est 4 , donc on a » = 5 j 
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m J^ 72 = 9 , et par conséquent m = 4 : ainsi le se- 
cond facteur double de la proposée sera x^+/^x+ 5. 
En essayant la division par un de ces facteurs dou- 
bles, la division réussit et donne l'autre pour quo- 
tient, donc la proposée peut se mettre sous la 
forme 

JLe facteur j;*+- 1 = o donne 

a:= +y — ' 1 et a: = — V — x* . . 
Le second facteur x* + 4a; + 5 = o donne 

x = — 2 + V — 1,^ = — 2 — V — 1 : 
ainsi les quatre racines de l'équation proposée sont 
imagmâires. Ainsi la méthode desdiviseur:»' que naus 
•venotts d'expliquer sert aussi à trouver les racines 
incotûihénsurables ou imaginaires d'une équation, 
lorsque celle-ci pourra se décomposer en facteurs 
commensurables du second degré. . 

Avant d'entreprendre la résolution générale des 
équations , nous allons démontrer encore quel^ 
ques autres théorèmes qui sont de la. plus grande 
importance dans l'analyse, 

24. Toute fonction invariable des racines 
*d^une équation peut être déterminée au moyen 
des coefficiens de Véquatwn. Cette détermination 
est un problême intéressant pour la théorie géné- 
rale des équations. Les analystes ea ont donné plu-, 
sieurs solutions : en.yoiciune assez simple. 

Soit Féquatîon 

dont les racines sont a^b ,c^d,fy g. .. etc. On 
demande , i"*. la somme de ces racines , a°. celle de 
leurs quarrés , 3^ celle de leurs cubes , et généra- 
lement celle de leurs puissances du degré m. 
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L'éqnation proposée peut se mettre sous la forme 
suivante : 

(x— a) {x—b) {x—c) ipc-^d) {x^f) (x^g)...=Oy 
en faisant a? = — > la proposée prendra une forme 
plus commode ; savoir : 

=(i— ^J^)(i— *J^)(i— q/Xï^-^^Xi^M*-^^^ 
Soit la somtne des fractions 

+ ^+ +: — 3-+ 



• • • y* • 



-"» 






En développant ces fractions partielles ^ Qn a 

ï+*^+*y+*y+*v+*y+ • . • • ^*>' 

i+c?fK+cy 4-cy+oy+cy4- . . • . ^ <r" 
fn.c(K+rfy-4-rf>'+rfy+^y+. .-. • • rfy 

a+ . . V 

On conclut de ce développement que J^ = n, 
jB = a-f i+c+rf-f.. .=±= la somme des racines. 
C = a* + fe' -^ c* + d?* + . . . =i= là somme des quarrés 
des mêmes racines. D = a*+&^-f-c^ + rf^+.. • 
:i= la somme des cubes. . .iK == «*+ 0*+ <?"*•+- cP* 
+ ••.== la somme des puissances du rang m des 
mêmes racines. 

En rédui^am: au même 'déniaminâtent tdmtes-^es 
fractions du premier membre , le numérateur de 
la prefnière fraction sera le produit tte tous ^es 
facteurs simples de la proposée , moins le facteur 
^ ■"" ^y? 'g numérateur de la seconde fraction sera 
le produit de tous les facteurs simples , moins ie 
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factear 1 — by...1l en sera de même de tous le» 
autres namétateïirs : oû pourra duno les écrire sous 
la foirme soivaAte: 

" +*'>"- 

+ry-v 



3^ = i+/"^+y"y^r"y+ 



4'=i + 

5-= 1 + ,. ...... . , 

Dans ces développedaens ^ oià a 

p" =P—b...g"=^^-^ba+bc-^bd+bf..). .t"—R -(&ac+Aarf+*ûf+-) 
p"'=P__c,..o"'=d— (co+c&+crf+cf..)...r"'=R— (caA+c<«'+««f+") 

donc . 

/ + r" + r'" + r"» + . . . . .t:;: «.i?— 5«= « --5.fi 
/'+/'i-/r+/'"^ =.7î«y— 4^=«— 4..9 

ilëanîssant tes numërarears et -leor donnant pour 
dénominateuT comamn l'ëç^Mnioa proposée. Qu'a 



effectuant la division (âdi^tféé tlatfs le preitaier 
membre , <m aura ' 

1 1 +Py+ Q^t-h-Ry H-^yy + . . . . +?>'-' + ^y i. 

=^ + J5y+ Cy»+ ïty'+ +-%" 

On déduit visiblement de cette équation que.^:^=»,- 
et divisant le reste de l'équation par jy on a 
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Faisant évanouir lè dénominateat^da premier mem- 
bre, on a . . 

■=B+Cy ^D.y-{-]S.y-\^. : ..+My-'+., . 
• +BP:'fCP. +DP.+.:..+ Z.P. +.. 

■ .+...■.■•'■ 

. ■...'. +.BT 
d'où on déduit les équations {^Ig. 135. ) 

B+P=o...C+BP+.!iQ — o... 

' ..' Z» + CP ff P Q + & vR=s p. . • ..: . 

E + DP.+ CQ+i5P+4^:^o, 
et ainsi des autres jusqu'à 

'M+LP-\'kQ+..-^::.+BT-i*n^=o. 
Soie représentée 1» somme des raoiaies de l'équa- 
tion ,fi^rj, j -la somme des quarrési df ;?, pi êmes ra- 
cines par J^, la somme des cubes par^, et, ainâ 
des autres puissances , !on dura- - •> 

y; = p,/.=e,/,=z7,/,=E.... eta- 

et pour déterminer ces différentes sommes, on aura 
les équations cîrdessus-, savoir : 

y;+p = o..../. + py; +»Q=o.... 

. ^ + P/.+ <?/. 4:3P = o 

Â+PA + Qf.+ Rf. + ^s=o 

et si on développe les puissances au-(îelà du nom- 
bre n, et qu't)n pousse jusqu'au nombre m,(^m 



DE MATHÉMATIQUES. qq 

étant >• 72) on aura Téquation générale qui com- 
prend toutes les autres 

Cette formule est aisée à retenir en observant 
qu'elle est la même que l'équation proposée ^ dans 
laquelle on a mîsy)„à la place de ^*,yi,»_, à la 
place de x"""^ , et ainsi de suite jusqu'au dernier 
terme de l'équation qui se trouve multiplié pary^.^^ 
lorsque m^ n. On doit observer encore i**. de 
n'admettre dans cette formule que A^^ puissances 
positives et entières; "f. qae le coefficient de a;'*"* 
est nul si OT> n^ti*. que loi^sque m=-n,fnt^^ 

25. Par le thêotême qu'on vient de démontrer, 
on a une relation expcîmée entra les coefficiens de 
l'équation et les sommes des différentes puissances 
des racines^ de.^orte qae pour avoir la ^omme des 
puissances m cTe ces racines il faut connoitre celle 
A^s puissances m — 1 , tti — 2. . . etc. Mais jl est 
souvent utile d'avoir tout de suite la somme des 
puissances m y sans connoitre celle des puissances 
inférieures : ce problême a été résolu par la Grange, 
Mémoires de Berlm, 1768. Il en a donné une solu- 
tion plus élégante dans les notes qu'il a ajoutées à 
la suite de ses Mémoires sur la résolution des équa- 
'tions numériques. Nous donnerons ailleurs une 
solution très*simple de ce problême 3 nous nous 
contenterons de développer ici quelques cas par- 
ticuliers. ,...'» 

3oit l'équation du sixième degré 

en faisant usage à^% formules déoiontrées , 011 dé- 
duira les é^uatioss suitantes : 
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ff+pf, + ^^=^o 

substitaanjC saccessiveqsçnt lep valeurs dej\ ^J", ,yj.., 
on 9ura, en commeosant par I9 derpièrf. 

Les mêmes formules démontrées (si) 3 donnent 
aussi 

Pt= — /. a Q^f:--L. ... 

6iî = 3/./. — ^y;— y:^... etc. 

d'où il suit que la somme des différentes puissances 
des racines d'une équation peut être exprimée 
en fonctions des coefficiens de l'équation , et réci- 
proquement les coefiiciei^s des diiférens termes 
d'une équation peuvent être ejcprimés en fonction 
des puissances des racines : il nous reste encore i 
chercher la somme des termes de la forme ci^ V^ ^ 
oua'^ôV^ ou... etc. 

26. Soient les deux équatiops 

/«=a" + 6" + <?"+.rf"+.... . . 

en les multipliant entr'elles fies prodtiits donneront 
l'équation 

+ oT A" -h a"* c" + a'' rf» + '^a*! + ^'•-0?+^ ; . * 
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Représentons pour abréger la somme de tous les 
termes de la forme cTV par y, oT'b^ , on indiquera 
d après le signe convenu^ la somme des termes 
û5"+" par^^^ , et Ijan aura l*équatioa 

d*où on déduit 

Si on multiplie la somme de toi^ les termes de la 
forma a"^ V par çellç de tous les termes de la 
forme oF^ les expxisans m y n^p, se combineront de 
manière à donner des termes de la forme oT'^^lf , 
d'autres termes d^ la forme q'^lf'^^y et enfin des 
termes de la forme à^ttif : on auta donc 

d*où on déduit 

inais J'on a 

Béunlssdnt tous ces termes, en ay«nt égard aux 
signes 9 ou a 

Ce .détail suffit piovu: faire voir comment il faudroit 
s^y prendre pour avcûr ia «omme des termes de la 
form^e n"^ b" c^ d^..» etc. On voit aussi que toutes 
ces sommes seront données par celles des puis- 
sances , et dépendront par conséquent des coeffi- 
clens de l'éqùatton proposée. 

Les formules lï a" b" <f. . . doivent être modifiées 
lorsque quelquesHms dés exposans m, n^p,.. 'de^ 
vienn^t égi^ux^» 



le 
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Pour rendre la chose plus simple , supposons que 
réquation proposée est du quatrième d'egré , et que 
ses quatre racines sont a, b , c , d. Ces quatre 
racines peuvent être prises trois à trois de* quatre 
manières différentes, savoir j à bc , abd, acd, 
b c d. JLes exposans m, n,py pris trois à trois peu- 
vent se permuter entr'eui de six manières diffé- 
rentes , donc 2a"Z>"c' sera composé de vingt- 
quatre termesjmais lorsque deux de ces exposons de- 
viennent égaux, les vingt-quatre termes se i^éduisent 
à douze ; car si f on a m = n, les termes (fb'^c? y 
a'^b^d' sont égaux; il en est de même des termes 
a? b"^ (f ^ of b^ c\. . etc. donc pour avoir la valeur ' 
de sa"* 6" c'', il faudra diviser la somtae totale ' 
ar 2 : si les trois exposans m, n^p, étoieiit égaux, j 
es six termes arb''(f + oT V d" + 6"* a" c^ + b'^a'^ff \ 
+ c"*b'' a''+ c"*a" b^ n'en feroient qu'un , répété six 
fois ; il en seroit de même des autres combinaisons^ 
donc s a"* 6"* c"* ne renfermeroit que quatre termes 
dîfférens , répétés chacun six fois 5 doac pour avoir 
la valeur de s a"* 6"*c"*^ il faudra diviser la somme 
totale par 6. 

On a souvent besoin de cobnoître les valeurs des 
sommes xab...'Sabc...xabc d... s a bc df... etc. 
celles de 2a* è*,.. sa* b^ c%. s a* b^d'd^... 2 a^^^.. 
s a^ b^ c\.. s a^ b^ c^ é... eiç, s a" b\.. S a" b* c\.. 

Nous allons apprendre à les déterminer, et à 
former les différentes séries dont ie terme général 
fera connoître chacune des sommes ci-dessus» 

On a déjà les équations (â4) 

/+p=o -) Cf,=-P 

JLa 



etc. 
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La seconde donne a Q« ou < 

donc S g 6 = ~-^^V~^^^r 

. il 

La troisième donne 3 ii^ oa 

donc xabc= -ÙnlkzSiL 

3 

La quatrième donne- 4 «ï, oo \i \ - 

donc sg^cff^""^*""^^— ^•^''"^-^'••- 

4- . . 
On déterminera 2 à» h* par la,forttude S a" 6* 
=/»./» — /^„ , qui donnera 

a, -- ... ■•'•-'' y ■_ ■ 
On aura aussi 

Ces différentes formulés peuvent être, mises soui 
une forme qui laisse appercevoir faciletaent la loî 
de leur tormation :* nous dlons/îés dbûner telles 
qu'on les trouve iiéns La' Grange^, ^n(iborrîgeant 
uner légère erreuf'qufi-s^st glissée dartre làlnotation , 
et que le défaut d'homogénéité <Jans ]ei termes fait 
appercevoir facîleméntl .. 1 j. ! 

Représentons par 4- JPla somme des racines de 
Véquation, par ^r-ft^ somme des predttits des 
mêmes racine^ priées deux à 'deui,rîp'ar + B: la 
sommé des produits des radnes^^ipriàes trois à 
trois. .^ etc. On oopj^menoera par . délern^inec Ja. 
somme des puissances par les for&uies r . ' ♦ 
Jll. G ' 
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/. = > 

À=PA - <?/. + iî/.-^ ^, etc. 

On formera ensuite lés séries suivantes , dont on 
représentera chaque terme par la lettre écrite au* 
dessus. 

F Q R S 

^' —r- "^-^ — 4 ^ 

^^ fx 3 4 

Les termes généraux de ces différentes séries don- 
neront les valeurs des sommes 

Safcc^,.,^a*A*c%.i, sa*i'c^..• etc. 

(Voyez la résolution des équations numériques;^ 
page 2o5.. ) 

On peut s'assurer facilement dé Tidentité de ces 
formules av^c celles qui précèdent , en mettant , 
par exemple , dans le terme K^ la valeur de Q'' et 
F'' ^ on aura 

6 
Quant à la manière de la trouver , on supposera 
nne équation dont les racines soient a"*^ b^, c^ , ..* 
qu'on représentera par 

et Ton aura ' ' 
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On aura donc , par les formules da-.( n*. a6 )'. ' 



JK'")/- — /- 

_m Zm •* - ■ J^fi J»" 






or QC^'^) = s a"? ô« ^ — ^" /'" et P^^'J^Afi 

donc s a** ô"* c"* sera tel que le donnerbît' le troî- 
siènie terme de là millième série... etc. 

Il résulte de tout ce qu^on vient dé iîfè, que 
toute. {oiiction rationne^fe 9 . symétri^^é cm inva-* 
riable des racines 4'uii^ 4quatî.0Q pourra toujours 
être exprimée en foIlctio^s de$ o^efUpiens de Tér 
quation : ce théorème est un prinpîpe des plus 
féôoiids de la théorie des équations. 

27* Si a est une racine de inéquation , en substn 
tuant cette valeur à là place de jtr^ on à 

ar^Pa'"' + Qa»-'+iîa"-^+. . . +/^= o. 
Soient les autres racines de l'équation (6^ <?, rf, ^ » 
Si on m^uUipUe entr eux les &ctçur^. 

-(^_-(6-a))(r-(c~a))(^-(rf-ûf)}... 
on formera une équation du degré /i — 1 , dpnt le# 
racines seront la différence de chaque r^çin^ 
by c yd**. de«la proposée à la racine a y c*pst-à- 
dire que Ton aura 

Si on substitue dans la proposée p + « à la place 
' de Xy en développant les puissances , on aura 

C ç, 
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La première colonne verticale s'évanouit d'elle- 
même ^ptuîsqjae a est une racine de Téquation., et 
tous les autres termes étant divisibles par z ^ ello 
pourra $e mettre sous la forme suivante : 

dans laquelle on*â fait j pour abréger , . 




_ , ^ *+,*.etc. 

2.3. 

Cette équation nous servira pour trouver les racines 
égales a*une ét[uatiori j car il est Visible que si les 
deux racines a et ô sont égales , la transformée doit 
iavoir une racine = zéro, puisque z = ^ — a est 
une racine de l'équation : donc la transformée doit 
être divisible par z,et par consécjuent le dernier 
terme doit être zéro , c'est-à-dire qu'on doit avoir 

Si dans la proposée on a ii == c = a ^ la transfor- 
mée aura deux racjnes = zéro , parce que l'on a 
js = 6 — a,j8: = c — a; donc elle doit être divi- 
sible par z"" : il faut donc que l'on ait en mêma 
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temps JV = o et Jfcf = o , et ainsi des autres coeffi^ 
Giens de la transformée.^ lorsque la* propc^sée' aura 
un plus grand nombre de i^cines égales..!. - 

i8. La valeur des coeflScîens N^ Mf.»^»\etc. est - 
aisée à deâuire immédiatement de la proposée , en. 
multipliant chaque terme dé là proposée par Tex* 
posQhf^ls X dans, le même terme y etrdipiîhùant ën^ 
suite Çjet>. exposant « d*unç ^ vinité y ,jm . formg^a N ' 
( en. changeant x en a / si on veut ) :^ fni|ltiplj^pt jdip 
nouveau chaque terme dé iV^ par /^exposant de k^ 
et diminuant cet exposant déifie unîfê ..dnlqrméra^ 
M, et aiiisl des autres 3 Inéquation etaîàt . \. . 

on aura -N - -^ * -' » 

+72— 2 v;2--3Qa;"~t+ii-^ 5.7Î — 4 ^^^^ . , ' 

On peut remarquer/ ^ttem, n -^^ Ivf/n-'^ â .'• • . . 
forment une progresf5on:irhhmétîqae?décro>s«ante^ 
dont la diflFérenc& est rjndenc pour former Téqua- 
tion de condition qui doit avoir keu en môme tempsr 
que la proposée ^pourque eelle-^ci ait deux racine» 
égales, ri faut multiplier ^chaque terme de 'la 'pro- 
posée par le terme correspondant d'une, progrès-*, 
si on -arithmétique déci^glssante , dont- le* premier 
terme est l'exposant de y.^*et le dernier etf zéro. 

29. Ce théorème généralisé donné' la démons* 
tratîon de la règle deHuddes , qu'on peut énoncer ' 
ainsi : 

Si une équation a des racines égales, etqu^on 
multiplie ses termes par ceux d^une progression 
arithmétique quelconque^ la somrne des produits- 
sera égale à zéro;. . 

C 5 



38, LjRÇ:0iN5, ii^èiftE:NTAiRj;a 

Ecrivons 1 équation ;générale , et au'dessoli» jme - 
progression erithibétique» k]uelcoii^ue déciioUsabte^ 

En mûTtipfîâiit ferme à terme on a ' / , 

+dx{ /i^^-'î^i'fe-ù I pîr'-^ + 72— îi Çit»^^ + /i~*5ii^"*::. + r} 

or lé premier ièmed^ est zéro.^par la^ 

itanifgj(e l'équVtion*; et Te'. second est aussi zéro , 
commë'îl a^'eiteJlçlémontré/iiS) , donc.«« etc; 
30. Puisque' Péqnatîon proposée et l*équation 
X JVItï=o àoivenè avoir lié^? en Tnêmctemps dans le 
cas de deux racines égales, il est nécessaire qu*eUes. 
aient upf>.ri(ciiie.coiximum : pat. Ja même raison , 
lorsque l'équation proposée a ttpis racines égalés, 
il est néc^s5aîré que la proposée et les deux, équa- 
tions de cbûdltTôn jV= o,'Jlf =p, aient une racine 
ou un divjsêuf éomm'un fêVlé diviseur commun doit 
contenir les-raoinas éga]«s^levées à useipaîssance 
moindre d'une unité qiié'dans la proposée; 
. Pour. le démontrer, sôpposons que la proposée 
ait un^ nombre r ds racines égales de la^ forme 
X — a?=p.i>, -un nombre 5. de. racines ég;ales de la 
forme â;^é;=;o,et plusieuirs autres racines iné- 
gales i on. pourra Pécrîre- ainsi : 

;±:z{x:—Qyx.lxr^iyxK, 

K étant le produit de tputes Jés racines inégales. 
Le preraîer membre étant divisé successivement 
' par chaque racine de l'équation^ donnera un nom- 
bre n de quotiens, dont.Jaspmnje sera égale à 



^" 



'4 
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Le second membre divisé successÎTement par les 
mkm^s racines donnera attesommer de qaotien» 
égaox à 

plus une somme a de quotiens égaax k 

plus une somme de quotiens représentée par ^ 

Donc on aura généralement 

iv=r(ji;.— ar"x(«— ôyxx:+5(4P— ay 
x(a?— fty-*xJ5:+(x:—ayx(«— 6yxJ:% 

Il est aisé de voir à Tinspection de ces termes que 
lé diviseur commun à tous est (*— aX""* X («— ^y*"; 
c'est-à-dire qu'il "contient les racines égales do 
Véquation élevées à une puissance d*un degré moin- 
dre d'une unité que la proposée ; et comme l'équa- 
tion J!f =='o se déduit de JV* = o par les mêmes loix 
* que celle-ci est déduite de la proposée^ il s'ensuit 
que Jf contiendra le même diviseur que JV^ mais 
élevé à une puissance d'an degré 'moindre d'une 
unité} c^est-à-dire que le diviseur comùiun à 3/ ^ 
à ^^ et à la proposée, sera {x — a)'"'x(^ — &)""*. 
' Soit pour exemple l'équation 

' x" — 4a?* — i5jp' + xo6a;* — i964f4-iao = o^ 
la valeur de N sera . 

^a:*— i6jp^— 45**+3HX— 1985 
je cherche le plus grand commun diviseur entre la 
proposée et la valeur de N, {jilgèbr. aS) je trouve 
que ce diviseur est ( « — 2 )*} l'équation proposée 
a donc trois facteurs égaux , exprimés par («^— a)^ r 
en opérant, sur JV comme sur la proposée , on for- 
mera la valeur de M, 10 x^ — 4^ «* — 90 *+ 213 ,► 
et l'on trouvera jr -— * a pour le plus grand commux^ 

e 4 
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divjse»rt©»u.<^l4 proppaé^ et les vàkûrs de Net M, 
Soit pour «eoOTdcîXfiinpieréçàat ion 
a?*— I a X' + 38 07^+^4 a;'— 667 ^^-f- 1764-*^*'- ^ 

la valeur d^'i\^,$era. > .... : .. - ^•■-* ^^'— 1 

80;^— 7Xi?y+-6x5Sap5^+5x64a:*— 4x567 a?' 

Je clierche le-plus grand, commun diviseur entre 
ces deux grandeurs, et je trouve 

X^ 7a7*+l6x l'J. 

Je foriné çrisùite la valeur de.Tif, et j'ai *' ^ 

8 X 7;ir^— 7 X 6 X 1 :ix^+6x ^ X 38a7*+5 X 4X 64jt?* 

— 4x3k567A:*+3xax i764;c-{-2X io56. 
Je cîierolie le plus grand diviseur entre ikf ^t ir^ 

— 7-T* + i6^ — 12, etie,trouvea7 — 2 5 ainsi .y« — ^2 
est un des facteurs multiples de l'équation j çt cont- 
ra e il a été trpqvé par deux opérations successives, 
îl s'ensuit que la proposée isst divisible par (xt-2)^" 
le diviseur commun à la proposée et à JV^^ étant 
divisé par (x — 2)*, donne^ pour quotients — 3j 
donc {x — 3)* est encore un diviseur de la pro- 
posée : on a donc pour produit des racines égaler 
de 1 équation (x — a^xCor — 3)*. En divisant l'é- 
quation par ôe produit , on a pour quotient a:^ — iç).r 

— 5o , ce qui donnera les trois racines inégales 
de l'équation. 

31. Elevons-nous maintemrat à des considéra- 
t'rons plus générales; l'équat^en en z (27) a pour 
racines la différence de chaque racine de f équation 
proposée avec la racine a î* si à la place de cette 
racine a on met successivement b, c, d. . ^et réci- 
proquement, si on met a à la place des autres raci- 
nps^on aura diflerentes équations de la même forme, 
qui toutes pourront être représentées par la même 
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é^iilÉfîon générale^ loi%qU^on aura éliminé da-Calcul 
l^s différentes racines qu'on a considérées d^unoi 
ftnanière particulière : ^insi , $i de Té^uatibn 

i"-^ + ^-z»-*+JBz*-'H-Cz»-H.^+ i^=^P (37), 
on élimine a au moyçn, d^J'éjqUfttioQt. 

Qp ^tira^ une équflftion'ddnt les racAîé^ seront les 
difFéreixces qui existent entre chàqfie i^àbinede la* 
proposée et toutes les autres : cette- équation tit 
trèsr-utile dans la théorie' des équations! Nous allons' 
nous eq occuper plus particulièrement* 

Si l'on prend les différences de toutes les racines 
de l'équation combinées deux à deux de toutes les 
manières possibles , on formera les facteurs 
-«•—(•a — 6), z^-^i^a — c), z — (â— rf).. • •♦ 
X -^ (6^— a) > z— (c — a) . . . z — ^ C^— ^) > • • • ^^^• 
Tous ces facteurs multipliés entr'eux et égalés \ « 
^2éroj formeront unb étjfuatîon dont les racines se- 
ront les' différences dès racines de la proposée:, 
cette équation sera de la forme suivante \ 

et elle aura autant de racines que l'on peut faire de 
combinaisons deux à deux avec le noi^re n déra- 
cines de la proposée y on aura donc m ^==~n. n^^TT 
3 z. Mais parce que les racines a — b, et 6— «• • . 
q^^CfBtc — a. M.hrr^^d^ et d- — h* • • etc.' sont 
égales et de signe contraire>il s'ensuit qu*pn pourra' 
mettre l'équation, saus la forme ^suivante : 

et en faisant z' =>', on a 
oul'c 
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Il est visible que les racipes de cette é^tiatioil 
âont les quarrés dés diftérences des racines de la 
proposée, et que les coeffipiens ^', ByC , soni 
des fonctions' invariables de ces racines ; j^uis^ 
qu'elles y entrent toutes de la mêtxfe manière , on 
pourra donc déterminer ces coôfBciens en fonctions 

^ Soit réqotftloi» générale du second' degn^ 
fl?!-4-j9a?.+g^==o, dont les racines sont désignées par 
a et b: l'équation au quatre des' différences sera 
^u prepaiçi: degré, et exprimée par;y— (é2-^d)*^:^o 
ou j^ — (a* -ni»*) -h sab^o ^ or a^-^b^^^^p^ 
•7- 2 y (20) , 5i a ^ =.3 çr f donc on a 

Soit réqu^tîpn générale du trûisième degré, de-, 
gagée de son second terme pour plus de sio^U- 
cité (i5)/x^ + D> + 5' = 0(47) , dont les racines 
'sioient représentées par a, b , c. L'équation , au 
quarré dés dî^érences sera du troisîèiiae degré , et 
l'on aura 

(jK— («— ^)*) (^—(^3'-^^)*) (y— {*— ^)0 = o 3 ou 
y.— {3 s a* — a S a b}y'' 

Si on applique-Jd les fbrinules du (n"*. û6) , on 
trouvera que 2 a"" == (/, )'-— 3/) r=î — 2 j», à cause 
de/, = o::j^ab=ip, donc le coefficient du second 
terme sera + 6p^ 

sa* =/4Î 
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donc le coefficient do troisième terme sera 

DoDC le dernier terme de l'éqoatîon sera 117 y' 
+ 4 p^ j ainsi Tégnation an quatre des différences 
de l'équation du troisième degré sera 

Ces calculs sont très-longs , et ^e ne les ai placés 
îcj que pour servir d'exemple et d'application des 
formulés sur les sommes des puissances. On peut 
voir la manière de les abréger^ dans La Grange^ 
page I o et suivantes. 

On formeroit par le même procécS^ l'équation au 
quarré des différences de toute équation du qua- 
trième degré, et il est aisé de voir qu'elle monte- 
roit au sixième degré ; par la même raison y celle du 
cinquième degré monteroit au dixième ^ et ainsi des 
iautres. 

33. Deux termes consécutifs d'une équation qui 
ont le même signe ^ forment une permanence 3 s'ils 
ont des signes différens , ils forment une Variatioiî : 
par termes consécutifs , on entend ceux dans les- 
quels les exposans de l'inconnue ne diffèrent que 
d'une unité. 

. Il ne peut y avoir dans une équation plus de 
racines réelles positives que de variations ^ ni 
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plus de racines réelles négatives que de pèrniar 
nences. •, ^ 

Supposons que le polynôme • 

;c*+p «'""* + ? ^""■*+''^*'"*^ •• ^w j 
soît d*un degré pair , et qu'il ne puisse pas avoir de 
valeur négative quelle que soit celle de i: (i i j: nous 
allons démontrer que toutes, les fpjs qu'on. IçiûuU 
tipliera par une racine négative, j on y introduira 
au ipoins une permanence , çt toutes les fois qu'on 
le multipliera par une racine positive, on y intror 
duîra une variation. 

Pour rendre la démonstration plus simple, île 
.considérons^que les signes de Téquation que nous 
supposerons , indistinctement et sans, ordre ^positifs 
et négatifs, tels, par exemple, q^e les suivans: 

.H — -7-:++ J--I — ^- • - 

.si on multiplie J'.équation dont les termes seroîéot 
ofFectés des signes ci-dessus pai: x + a^les signéi 
du produit ser<)nt 



+ H-L+I+ 
' ■ 1+M— 1+ + — + 



+1 



+ 



Il est évident, paçja naturQde.Ja multiplication^ 
que les signés de Jp ligne, iofériei^re sont les mênie^j 
que ceux de Ta Ijgûè supérieure j^ mais reculés d'un 
rang àe gauche à droite ; et le signe de chaque 
terme sera, déterminé par celui du, plus grand.de» 
deux coefficiens dont' il *éist composé: on remar- 
quera 1**. que lorsque les' sîgnes.de deux ou plu- 
sieurs termes qonsécutîts sëjront déterminés, par 
ceux de la ipêmelîghé hçrizontale , supérieure pu 
inférieure, on n'introduira ni variation ni perma- 
nence dans ces termes; car on aura conservé l'ordre 
des signes tel qu'il étoit dans l'équation avant la 
multiplication. 
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2*. Lorsque pour I9 détermination du signe on 
passe de la ligne supérieure à la ligne inférieure , 
on introduit nécessairement une permanence 5 car 
on répète dans ce cas le signe supérieur da rang 
précédent. 

5^, Lorsque pour la détermination du signe il 
sera nécessaire de passer de la ligne inférieure à 
]a ligne supérieure , on peut introduire une varia- 
tion ou une permanence ; car il n'existe aucun rap« 
port entre le signe inférieur d'un terme et le signe 
supérieur du suivant : si on introduit une perma- 
nence ^ elle ne détruira pas celle que Ton a déjà 
introduite en passant de la ligne supérieure à la 
ligne inférieure •, et par conséquent au lieu d'une 
de plus , il y en aura deux : si on introduit une va- 
riation, elle détruira la permanence déjà introduite, 
et Von sera dans le même cas que si on avoit tou-- 
jours stiivi la ligne supériehre pour la détermina- 
tion du signe. 

Il suit de ces remarques que toutes les fois que , 
jpoùr là détermination du signe , on se trouve sur 
ja ligne inférieure , on a nécessairement introduit 
tine permanence 3 or il faut toujours finir par la ligne 
inférieure , donc on a au moins une permanence de 
plus. 

On peut se convaincre par un raisonnement sem- 
blable , que si oh raultipjie l'équation donnée par 
une racine positive, on introduira une variation : 
reprenons pour cela la même équation , en fai- 
sant abstraction de la valeur du terme, et ne rete- 
nant que fe signe. Si on la multiplie para? — ci , 
les signes du produit seront 

+ — —1+ + —1+ -^HH— 1+1 
— -hl+ — — 1+ — I— l + l+l+H, 

où Ton voit que les signes de la ligne inférieure sont 
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le contraire de ceux de la ligne supérieure reculés 
d'un rang^en vertu delà règleàsuivre pour les signes 
dans la multiplication j donc toutes les fois qu'on 
passe de la ligne supérieure à la ligne inférieure , 
pour détenniner le signe, ou introduit nécessaire--* 
ment une variation ; or il faut toujours finir par la 
ligne inférieure, donc on aura au moins une varia-*- 
tion de plus. 

Il suit de cette règle , que si toutes les racines 
de l'équation sont réelles, il y aura autant de ra- 
cines positives que de variations dans le signe; et 
autant de racines négatives que de permanences : 
c'est la fameuse règle de Déscartes ^ qui ne la trouva 
que par induction. Elle a été démontrée et généra-; 
lisée par Degua. 

Ainsi l'équation de l'exemple premier du (n"*. â i) 
a trois racines positives et une négative,, parce 
qu'elle a trois variations et une permanence dans 
le signe $ l'équation de l'exemple second a (rois ra«^ 
cines positives et trois négatives , parce qu'elle a 
trois variations et trçis permanences* 

Lorsque l'équation manque de quelques termes , 
îl faut avoir soin de les rétablir en leur donnant 
zéro pour coefficient, et les faisant précéder du 
signe -^ ou du signe >— , à volonté. 

34* On n'a point encore de règle générale pour 
reconnoître dans une éauation proposée le nombre 
des racines réelles et celui des racines imaginaires; 
on peut cependant déterminer si toutes les racines 
sont réelles, par le moyen de l'équation aux quarrés 
des différences des racines de la proposée (3a) j car 
si toutes lej racines sont réelles, il est évident que 
les quarrés ide leurs différences seront tous positifs , 
et par conséquent l'équation aux quarrés è^s diffé- 
rences n'ayant que des racines positives , aura tous 
les signes alternativement positifs et négatifs : si au 
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coTitraîre l'équation aux quarrés des différences a 
quelque permanence dans les signes^ ce sera une 
marque que l'équation primitive a des racines ima- 
ginaires j c.ar oh démontrera que les racine» imagi- 
naires vont toujours deux à deux^et qu'elles peuvent 

se mettre 50US la forme a + bV — i^ a— ^61^ — i, 
aetb étant des quantïitéâ réelles. La différence de 

ces deux racines est 2 b ï/— 1 , et le quarré est 
— - 4é* ; donc en pai^îl cas , réquatîon aux quarrés * 
des différences aura ées racines négadres , et par 
conséquent d^s p6r{imiitence& ; . 

Il suit de l'article précédent que cbaqoe couple 
de racines imaginaire&de la proposée , doit donner 
au moins une racine négative dans l'équation aux 
quarrés des dlfFéronces ; or il ii 4té démontré qu'une 
équation quetlopnque ne sanroît i^votr plus de ra- 
cines: négatives que de permanences , donc le nom-* 
Jbre des racines imaginaires ne pourra jamais être 
plus ^rand que le donble des permanences dans ' 
l'équation aux quarrés des différences. 

3 5» Toute équation d'un degré impair a aa 
moins une racine réelle d'un signe contraire à 
celui de son dernier terme. 

Car il existe toujours une valeur k assez grande 
à donner à x^ pour que le premier terme x" de l'é- 
quation surpasse fa somme' de tous ceux qui sont 
de signe contraire : le signe du résultat dépendra 
donc uniquement de celui de ce premier terme* 

Supposons X =T o , la valeur de l'équation se ré- 
duira à son dernier terme : elle sera positive lorsque 
ce terme sera positif, et négative lorsqu'il sera 
négatif. 

Taisons ensuite x=: + Jk,etxz=^'^k, selon que 
le dernier terme sera négatif ou positif , la valeur 
de l'équation se trouvera positive dans le premier 
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cas, et négative dans le second j donc elle autsi 
passé da négatif au positif, ou du positif au néga- ' 
tif : or une quantité qui dans les différentes valeurs 
qu'elle peut recevoir passe par degrés du Uj^gatif 
au positif f ou du positif au négatif^ doit nécessai- 
rement avoir-une valeur intermédiaire qui Ja rende 
zéro (9) i donc une pareille équation a au moins 
une racine réelle dont la vafeur est entre o et+^^ 
ou entre o et — t. 

Représentons par a cette racine réelle ^ Téqua- 
tîon sera donc divisible par ^ dba (10)^ et le quo- 
tient sera un polynoine d'un degré pair ; supposons 
3u'il existe un second nombre b, qui ^ mis à la place 
e x dans le quotient , le rend égal à zéro : cette 
nouvelle équation pourra se diviser par xdt:b,et 
le quotient ne sera plus que d'un degré impair qui 
aura par conséquent une troisième racine réelles 
donc si l'équation proposée a plus d'une racine 
réelle , elle en aura trois , ou ( en continuant le 
même raisonnement) cipq, ou sept^ ou etc. c'est- 
à-dire un nombre impair , et par conséquent le 
nombre des facteurs restans dans Téquation après 
l'avoir divisée par tous les facteurs réels , ce nombre 
de facteurs 9 dis- je ^ qu'on nomme imaginaires ^ ne 
peut être que pain 

36. Si V équation est d'un degré pair ^ et que 
son dernier te tme soit négatif, elle aura au moins 
deux racines réelles ; une positiue ,et C autre né" 
gatiue. 

Car la supposition de a? = o rendra la valeur de 
l'équation négative, la supposition de a? =-+• >& la 
rendra positive, et la supposition de x=: — X: la 
rendra ^encore positive; donc il existera une valeur 
réelle positîve entre les deux valeurs de a?, o et + â: ^ 
et une autre négative eûtreles deux valeurs 9 et — k, 
lesquelles mises à la place de :i; rendront le premier 
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membre de Téquation = o ; donc l'ëquation aura 
deux racines réelles , une positive et l'autre néga- 
tive. 

Soient +• a et -r- Mes deux racines réelles : l*é- 
quation proposée sera divisibler par (x — a) (x + b)^ 
et le quotient sera par conséquent d'un degré pair : 
si on suppose l'équation divisible par un troisième 
facteur xdtzc, le quotient sera d'un degré impair, 
donc l'équation aura encore un facteur simple 
réel, et par conséquent le nombre des racines réel- 
les sera deux , ou quatre, ou six. . . et les racines 
dites imaginaires seront encore en nombre pair. 

37* Nous avons dit qu'on pouvoit toujours don* 
ner à x une valeur assez grande pour que le pre- 
mier terme x'' de l'équation surpassât la somme de 
tpus ceux qui sont de signes contraires. 

Pour le démontrer , subposons que P soit le plus 
grand coefficient négatit de l'équation : si on fait 
X = J^+ 1 y on aura 

ar- = (P+ 1/ = i> (P-h 1)-' + (P+ 1)-' : 

par la même raison 

(P+ 1)"-* = P (P-H 1)"- + (P+ 1)"-. . . 
donc on pourra mettre la valeur de jc" sous la forme 
suivante : : . . 

«« = P{P+iy-'+p (P+ ty-r-h P(P^-' 
+P (:P+ x)""H . . - fP (P+ i)+P+i. 

U est visible que cette valeur de x^ surpassera seule 
^la^ sommé de tous les autres termes^ cai: on a 

l^Pâ?"-'=P(P+ i)"^S 
:î^Qa?"-•<P(P + !)-'•, 

3^i^x'^'<p(p + ^r-^ 

4*. 4Î A^~^ < p (P + 1 r *• • *^^<^- 

k cauae de P > Q, > iî, > S s donc en général 
m. D 



x 
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si P est le plu5 grand coefl5cîent négatif, Téquatiott 
ne pourra avoir de racipe égale , ou plus grande 
queP+i. . . ^ 

En supposant JP> Q^ > JR. . • etc. on suppose 
aussi que tous les eoëfficiens de l'équation sont né^ 
gàtifs; mais si la démonstration est vraie dans cette 
hypothèse, à plus forte raison le sera-t-elle s'il jr 
a quelque coefficient positif. 

38. On peut même prendre pour^ une quantité 
moindre que le plus grand coefficient négatif, lors- 
qu'il y a plusieurs termes positifs avant Te premier 
terme négatif. 

Car supposons que l'équation ait cette forme 

a?" + P a?"^* + Q a:'- — iîx"-'— So^^^ * 

S étant le plus grand coefficient négatif : soit 
j; =: Âi-i; I. Le premier terme pourra se mettre sou9 
la forme suivante : 



{*+! +*+l +^4-1 ".•. + *+l}+ir+I 
donc l'équation aura la forme 

Sî off.faît ^. ^ + 1 * = ^^ tous les termes de l'équa- 
tion seront positifs , excepté le quatrième qui sera 
zéro; et Comme il ne s'agit que d'une limite, il est* 
visibleque si la supposition de ir.ifr + i* = 4y donne 

un résultat positif, à plus forte raison la supposition 
3 * 3 

de }^ = S, ou h = V^Si donc si on fait s= 1 + V^ *S, 

le premier terme seiil sera plus grand que la somme 

de tous leé termes négatifs. 
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; 39. Il suit de tout ce qu'bn vient de dire dans 
les articles précédent ^ que toute équation d'ua 
degré impair a nécessairement une r«€in« réelle 
d'un sigçé contraire à celui dé son dernier terme ; 
çt toute équation d'un de^ré pair dont le dernier 
terme est négatif , a au mçms deux racines réeUes, 
J'une ' positive , et Tautre négatiye : si le dernier 
terme de Téquation d'un degré pair est positiiF, il 
[)eut arriver que toutes ses racines soient imaginai- 
res , et dans ce cas Péquation ne pourroit pas se 
décomposer en facteurs simples réels j mais nous 
alIoû$ démontrer que Icfs même qu'elle a toutes ses 
racines imaginaires > elle peut se décompx)ser en 
facteurs réels du second degrés 

La démonstration de cette propositioii dépend 
de celle des deux théorèmes suivans. 

Théorème prev\ier. 

40» Soit une équation guelconque d'iin degré 
pair, dont les racines sont à, b, Cjd.^.etc. Soit for- 
mée une équation qu'on nopimera auxiliaj,ris y dont 
lôs racines soient fonctions des racines de la propo- 
■ sée prises deux à deux, et de la forme a + i + ina h: 

\ je dis i''. que si la proposée 6st du degré n> Pàùxi- 

Jiaire sera du degré • ' ' i- : car si la pr^^posee a un 

i • ï^ 

nombre n de racines , on pourru formel^ un Bom«- 

Jt)re ■ *. •< — , combinaisons^ «bi les prenait deux à 

deu^ , de b iùxraiàa^'^h^mub. a** Si Panxiliâice 

«std'un degré iaàpair^'faotbposée pourra se dé- 

I composer en facteurs réels du sec<ind degré ; car - 

i dans cette supposition r.auxiUaire a,ara au ,ràoins une 

[ racine réelle (36)* Soit cette raçiai^ ?= a-*- 6 + /» a é^ 
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comme m est une indéterminée susceptible d'un 
nombre infini de valeurs , et que le nombre des ra- 
cines de l'auxiliaire est limité , il s'ensuit qu'il y a 
nécessairement plusieurs valeurs de m qui rendront 
réelles plusieurs combinaisonsdes mêmes racines( i) } 
on aura donc les deux équations 

a+b+mab==r, et a-^b+m^ab^^/ , 

r et r sont ici employées pour représenter des 
quantités réelles : on tire de ces deux équations 

^ "•" * ^^'T?^^ — ZT • • • ^ * = —» —i p 

m —m m --^ m 

(i) Pour rendre cette vérité plus sensible.» supposons une 
équation du troisième degré dont les racines soient «t> /3, > : 
l'auxiliaire sera aussi du troisième degré , et ses racines se* 
ront de la forme et + fi + met^iti on suppose m = i , les 
trois racines de l'auxiliaire seront 

Si m = a , on aura 

(i) A+fi+!Jtctfi. . . (û) *+y+a*y. . . (3) fi+y+afiy. 
Si7ï> = 3, on aura 

(i) « +^+3et/3. . . (a) *+y+5*y . . . (3) fi+y+Zfiy. 
Sim==4> on aura 

Supposons que la racine réçlle delà première auxiliaire soit 
la racine (i), celle de la. seconde, la racine (a), celle de la 
troisième^ la racine (3) ; il est visible que quelle que soit la 
racine réelle de là quatrième /auxiliaire, il faudra qu elle 
donne la même combinaison réelle qu une des précédentes. 
Si la racine réelle de la^ quatrième auxiliaire étoit Â-^fi 
+4^/3> «11® coincidèra avec la racine réelle de la pre- 
mière ; si la racine réelle d« la quatrième auxiliaire est 
<t + 7 + 4^7» elle coïncidera avec la racine réelle de la 
seconde ; et si la racine réelle de la quatrième auxiliaire est 
^+y + 4/^y> ®'l® coincidèra avec la racine réelle de la 
troisième : donc il y aura au moins deux valeurs différentes 
réelles de a + 6 + ''^ ^ ^- 
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cloDC a-^betab sont des quantités, réelles > cha- 
cune prise séparément. 

Donc le facteur double x* — ( a+b) a:+ a i ré- 
sultant des deux facteurs simples {x — a) {x — b), 
sera réel: or l'équation proposée est nécessairement 
divisible par ce facteur , puisque a et 6 en sont le» 
racines; donc si l'auxiliairà est d'un degré impair , 
la proposée pourra se décomposer en facteurs réels 
du second degré. 

Théorème second. 

41. Si Tauxiliaîre est de degré pair, et qu'elle 
«oit résoluble en facteurs réels du second degré , 
la proposée sera aussi résoluble en facteurs réels 
du second degré. 

Car soient a, b' ^ c\ cf ...etc. les racines de Vauxî- 
lîaire (lesquelles racines peuvent être toutes ima- 
ginaires}^ on aura pour iors 

z^ — {a' + h')z'J^a'b', 
pour facteur double réel de la seconde, rauxiliaîre; 
donc a ^ qui peut être imaginaire , pourra avoir la 
forme 

c -¥ g y/ — I , et ô' = c — g V — 1 5 
ce que l'on trouvera facilement en résolvant l'é- 
jguatlpn du second degré 

Hiaisa' = a+Z»+7naj^^ donc on a généralement 

' -*a + b + jti ab :=c + g V^— 1 , 
et comme cette forme est indépendante de la va- 
leur de m^ il y aura nécessairement une secondé 
expression ^ 

a + b + m' ab =^ c -i- g \/— i v 

D 3 
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donùa-i^àet ab seront clracan séparément réels ^ 
ou de la forme u^-^BV — «• i j c'est-à-dire que 

ô4.&=/+/yirï , et ai r:^ A+AVITT: 
doric lé facteur double de Id propoiée t^^^ (ûf + *) 
s + ab, pourra avoir la foritie 

L'existence de ce facteur entraîne nécessaire* 
ment celle d'un second ^ qui est 

ar» — /a? + A — ( A'— Z'â?) V/.IIT, 
parce qu'un radical carré doit toujours êtr^ pris 
avec les deux signes rdb: doiîb si l'auxiliaire du degré 
pair, n'ayant pas de facteurs simples réels, a ce- 
pendant un facteur double , la proposée aura deux 
facteurs doubles réels, ou deux facteurs doubles 
imaginaires de la forma suivante : 

x^+h— fx + {h!—fx)V^. ...... .{i) 

Si on résout ces polynômes comme des équations du 
second degré , on trouvera pour le premier 

X = . 

51 



X/^r-f-i H_j^fr+uy— 



(4) 



Ces deux valeurs de x peuvent être mises sons lat 
forme suivante : . 
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L*extractîon de ce radical quarré , composé d'une 
quantité réelle Mr, et d'une autre quantité réelle 
Ny multipliée par la quantité imaginaire V — i , 

aura aussi la forme * ± ^8 V — 1 j car soît Texpre*- 
sion imaginaire \ 

élevant au quarré ce binôme y on a 
donc 

égale une quantité réelle que je représenterai 
par 2 A. 
On a aussi 

^V siM^^VlF+N* = une yian tké îmagî> 
naire qu'on peut représenter par 2 j8 V"— • 1. 
Prenant la somme de ces deijx radicaux • on a 

si aa lieu de les ajouter on les retranche , on aura 

|/ JK— JV/^= « — ^ V^— T. 
Réimisœnt les dçax formules en une seule , oo a 

D 4 
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Donc 

A? ^ -^ dfc « :i=^^± ^ V=;^: 

soit fait pour, abréger 

f f f f 

â â a 2 

Le facteur double (i) se déçoDipQsera en ces deux 
facteurs ^impies 

(or — ^ — « */— i) (jkT — X — tV^ — i)î 
et le facteur double (s) se décomposera en 

{x — (p + 0»»/— i) (ap — A-f-Tl/ — i): 
en multipliant le premier facteur simple du pre- 
mier facteur double par le premier facteur simple 
du second facteur double ^ on a le facteur doubla 
réel 

;t* --, a ^ ;f + ^» + «*. 

Les deux autres facteurs simples n^ultipliés ëb- 
tr*eux donnent le facteur double réel 

Donc si l'auxiliaire est d'un degré pair ^ et qu'elle 
puisse se décomposer en facteurs réels' du second 
degré \ la proposée se résoudra aussi an facteurs 
réçls du second degré. 

Si les deux facteurs imaginaires du second degré 
avoient un diviseur commun , la proposée pourroit 
être divisible par chacun d'eux en particulier, sans 
Pétre par leurs produits ; mais pour lors ce diviseur 
commun aux deux facteurs doubles doit l'être de 
leur somme et de leur différence: Il divisera donc 
t! —y a? , et par conséquent il ne peut être que 
A' — j X , ou h — gx, en supposant A' = m^,et 
jr' = /7ï^».* Après la division, la proposée sera 
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d^un degré impair , donc elle aura encore un faç-* 
teur i^el du premier degré , le<]uel multiplié par 
Jt — g X donnera im facteur réel du second 
degré. , i 

Démonstration générale. 

42. SI Ton a une équation d'un degré pair^ ex- 
primée par a* x/^/ étant un nombre impair (i), 

son auxiliaire sera d'un degré X(a'/— 1) 

= 2'~* x/'^/' étant un nombre impair : si l'on 
forme une seconde auxiliaire par le moyen des ra- 
cines de la première , ayant ses racines de la forme 
a+b* + ma'b^ , cette seconde auxiliaire sera du 
degré 2'~*x/",/'' étant un nombre impair : si Ton 
forme une troisième , une quatrième , une cin- 
quième. ♦ . auxiliaire , elles seront du degré a'^V", 
2'""^/'% 2*""^/*. . * etc. jusqu'à ce qu'enfin on soit 
parvenu à une dernière auxiliaire au degré /^'^, 
qui sera nécessairement d'an degré impair. Cela 
posé y la proposée aura un iacteur réel du second 
degré si son auxiliaire en a un ( théorème second ). 
Cette première auxiliaire en aura un si la seconde 
en a un , la seconde en aura un si la troisième en a 
un 5 et ainsi de suite jusqu'à l'avant-demière whu- 
liaire : celle-ci aura un facteur réel du second de« 
gré si la dernière en a un de réel du premier degré ^ 
or cette dernière en aura nécessairement un réel 
du premier degré , parce qu'elle est d'un degré 
impair ( théorème premier), donc en rétrogradant 



(1 ) Car tont nombre pair est le produit d'un nombre lm« 
pair multiplié par quelqu'un des oombreâ Qfi,8, iS... etc. 
c'est-à-dire par quelque puissance de 2. 



€8 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

jusqu'à la proposée, on verra qu*elle doit avoir né- 
cessairement un facteur réel clu second degré. SI 
on la divise par ce facteur, on aura une nouvelle 
é^guation d'un degré pair qui , par les mêmes raisons 
que ci-dessus, aura un facteur réel du second de-^ 
gré $ donc la proposée pourra généralement se dé- 
composer en facteurs réels du premier ou du second 
dejgré. 

Ce théorème important a été admis par les ana* 
lystes avant qu'ils en eussent une démonstration 
rigoureuse : D'Alembert est le premier qui l'a dé- 
montré, en faisant voir en même temps que toutes 
les expressions imaginaires peuvent se réduire à la 
forme in=fc »V^~- ij mais il le fit d'une manière 
indirecte, à l'égard des racines des équations : 
Euler essaya de Te faire par des considérations pu- 
rement algébriques : Lagrange s'en occupa dans les- 
Mémoires de l'académie dé Berlin , 177$ : Laplace 
a donné, dans le journal de l'Ecole Normale, la 
démonstration que nous venons de rapporter , en 
rétablissant les calculs qu'il n'a qu'indiqués, et 
donnant plus de développement aux idées qu'il 
avoit présentées d'une manière trop abstraite. Enfin 
Lagradge a repris la même Question dans son der- 
nier ouvrage ^ur là résolution des équations numé- 
riques de toua les degrés } sa démonstration , aussi 
élégante qu'ingénieuse , demanderait des détaiU 
dans lesquels nous ne pourrions entrer ; on la trou- 
vera dans l'ouvrage cité page 20a. Celle que nous 
venons de rapporter ne laisse rien è désirer comme 
simple démonstration ; mais ai l'on vouloit résoudra 
effectivement une équation donnée en ses facteurs 
réels dé deux dimensions, itseroit coi^me impos- 
sible de suivre le procédé indiqué par l'analyse 
précédente: si l'éouation proposée étoit, par exem- 
ple, du huitième aegré , la première auxiliaire qu'on 
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tfoaverôit d'un degré impair «eroit da yiy'A'i^ 
degré. 

Après avoir dé<^ompô9é Téquation proposée an 
facteurs simples réels 3 si élis en a , oa en facteurs 
doubles réels, on décomposera ceux-ci en facteurs 
simples imaginaires de la forme m =b /z t/-* 1 : d'où 
il suit qu'il existe toujours une quantité a réelle ou 
imaginaire qui , mise à la place de x dans une équa- 
tion algébnque y fera évanouir tous ses termes ^ 
comme nous l'avons supposé (7). 

Sur la résolution générale dés équatimès. 

43. Nous avons présenté dans l'article précé* 
dent les propriétés les plus remarquables des équa- 
tions, nous allons nous occuper dans celui-ci de 
leur résolution générale. * ■ ■ ' 

La pretnièfe classé d'équations qui se présente 
est celle qu'on peut mettre sousia fortte suivante 
sd^ — JI2 = ô : on la réduira à une fortne plus simple 

en faisant ~» — ^^y^ «t l'on «ara y^^-^x^tf^o. Oo 

vok d'abord iq[ùe limité est Que fatîne de oetm 
équation , «f: pout^ trooter le» autres, ùûelle que soit 
là valeur de >z> nous remarquerons quil suffit de les 
détëf*iner lors^ô 'h est un nombre premier. En 
efFee, ^o\t n^èsipf y \tL résolution de l'équation 
^w^i:i2:6 *%]fiÈ*W«i dasdôuit éqâ«tier)«£i''*^i=='ov.. 
>:'-^î ~ 5 Ça* *^ if^m t , Ûméy^àat^, et par 
conséquent Jt^ii-j =±« <>• Soit et une. racine de cette 
équation , auttré qu^ Punité^ dn au» ^ncy = «, 

ou^'' — «=.0, Représentons ^ par u, W auwi 
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U^^^ l:=io:si pet q sont encore des multiples , on 
les décomposera comme on vient de voir, jus* 
qu'à ce qu*on ait pour exposant un nombre pre- 
oçiier , qu'on pourra supposer de la forme ^Jt-^x : 
Téquation jc'*"*"* — 1= o peut se diviser para: — i,le 
quotient égalé à zéro sera uneéquation dudegré2^: 
tous les termes auront i pour coefficient ; et nous 
démontreronsplus bas(62)que la résolution d'une p$e 
reille équation dépend seul ement dé celle du degré X:. 
Il suit de Tarticle précédent que les deux raci- 
nes dé l'équation du second degré a;* — i =^ a 
dépendent de deux équations du premier de^ré 
X — i- i = o , x+ 1 == o j que les trois racines de l é- 
quation du troisième degré x^ — 1=6 dépendent 
d'une équation du premier degré , et d'une du se- 
cond ; que les quatre racines de l'équation du qua<- 
trième degré ^*— 1 = dépendent de deux équa- 
tions du second degré*; que les cinq racines de l'é- 
a nation du cinquième degré o?^— x = o dépendent 
'une équation du premier degré , et d'une du ser 
cond; que les six racines de l'équation du sixième 
deçré x^ — 1 = dépendent de deux équations du 
troisième degré ; que les sept racines de l'équation 
du septième degré x^ — 1 = dépendent d'une 
équation du premier degi^é , et d'une du troisième; 
que les huit racines de l'équation du huitième de* 
gré X* — 1 = dépendent de deux équations dtt 

Quatrième degré; que les neuf racines de l'équation 
u neuvième degré x^ — a == o dépendent d'un^ 
équation du premier degré, et d'une du quatrième^ 
que les dix racines dç l'équatioa du dixième degré 
jr*** — 1 = dépendent d'une équation du second 
dpgré**— .X 3= o, et d'une équation du cinquième 
jt^ — 1 = 0: celle-ci dépend à son tour d'une équa- 
tion du premier degré, et d'unq du second 5 que le« 
onze racines de ré§[uation du onzième degréx* '— *i 
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^=0 dépendent d'une équation du premier degré y 
et d'une du cinquième , ^u'on ne sait pas encore 
fésoudre généralement : amsi dans Tétat actuel de 
Tanalyse , on ne peut trouver généralement les ra^ 
dnes de l'équation ;c*-^i = 0; que lorsque n ne 
surpasse pas 10. 

44. L'équation a?" — 1=0 n*a qu'une racine 
réelle lorsque n est impair^ et elle en a deux lorsque 
n est pair: 

La rechercKe des racines imaginaires dépend de 
la division du cerclé dans un nombre n des parties , 
comme on lé démontre en Géométrie ( c'est le fa- 
meux théorème de Côtes); et il est aisé de faire 
voir que si indépendamment de l'unité on connoît 
une autre racine a de l'équation , toutes les autres 
seront données par les termes de la progression 
géométrique i,*,****^.*"^. a^.a®. . . .*"'"'. 

En effet, les racines de l'équation ;c^— 1=0 
doivent être telles , que leur somme = o, la somme 
de leurs produits deux à deux = o , ia somme de 
leurs produits trois à trois = o. • • etc. le produit de 
toutes les racines = 1. Or Fon a , 

l^ i+ct +flt*+A? +.. ..ct'^* = — = 

A l 

parce que «test supposé une racine de l'équation 3] 

rt" — I 1 

fit* l 

tf^"— 1 

5\ 1 +«»+«« -f-*9 + . . . . it^*-3= —^ — = ol 

A^ 1 



5^• 



Car toutes ces équations sont dîvîisîblesr pat^ 
** — 1 (lo) = o par la nature de l'équation. 
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Mdîs on a vu (36) que les coefficiensP, 0>iiî. • • 
ipnt deç fonction» de/^ ,y^ , /,• . • telles , que lors- 
que la somme de ces puissances est zéro , les coeffir 
eiens P y Q, jR* • • etc. sont aussi zéro ; donc les 
conditions qui donnent P^^^o, Q = o,iir=o.»» 
seront remplies par les racines en progression géo- 
métrique. Il faut encore que le produit de toutes 
les racines soit l 'y mais il est visible que le produit 
de tous les termes de la progression ci -dessus 



Tfc— l 



= <t ^ =(a")'* =i,à cause de <t"= 1 j donc 
toutes les conditions sont remplies par les termes, 
de la progression géométrique dont ils sont les ra- 
cines de l'équation 4?" — 1=0. Si Ton qontinuoit 
la progression au-delà du terme «""* , on retrouve- 
^'oit les mêmes racines ; par exemple : 

=*"Xflt=i x*=A, et tt»^»=rtt»x «•=*■... etc. 



et 



.«+> 



45, On peut faire dépendre les équations de la 
forme x^" — ap A:"+5r*x= o de celles que nous ye- 
Qons dç résoudre ; en commençant préalablement 
pac la résoudre à la manière du second degré ^ on 
aura ^ 

tant ique jp* > Ç^*> les valeu rs de a?" sont réelles; 
et en représentant p + V p* — y* pat M , et 
p — ^/p* — 5^* par M\ on aura les deux équations 

^ — il!f = 0, â?"~iW' = Q. 

L'éqiiatîôn x"-*- Jf = o donne a? = V^^x V^îT 
et comme l'unité a un nombre n de racines du 
ifang 72,.la résolution de' cette équation donnera n 
racines de la proposée : Téquation x"" — ; M\ == o 
en donnera pareillement un nombre n, on aura 
donc ainsi les 2 /i racines de la proposée. 
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46. Pour avoir la valeur de VM, îl faut souvent 
extraire la racine d'une quantité- composée d'une 
partie commensurable et d'une partie incommen-* 

surable : soit par exemple /î = 3etJM = -^+V-B, 

* * . 

et cherchons la valeur de rexpressîonV u^+V B. 
Considérons pour cela les deux radicaux V^p-^q 
+ VP'^ i ^ '^^ élevant au quarré on a 

donc réciproquement 

V ^p+^V p^-^q^—V p + y+ y/p^ q : 
«oît ap = uî/ et a V" />* ~ y* = ^5> 

Oo décfuit de ces deux équations 

p = _...ety=:.K —4 . 

et par conséquent ^^ ui-^VlB 

Cette expression seroît illusoire si A^ — B n'<é- 
toit pas un quarré parfait j donc le oaractère auquel 
on reconnoîtra que I^extraction de la racine quarré© 
de^-4- V B est possible, c'est lorsque^* — Bsera 
un quarré parfait .Prenons pour exemple i a + a k 8ô 
dans ce cas particulier on a 
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don« -«^* — ^= 4 } partant V I3 + a i^ 35 

Second exemple :Vii + V^2 = 5+ V^a. 
On trouveroît par un calcal semblable qde 

3 2 

on peut donc conclure généralement que 

Si l'on a ûr>jt?,le premier membre.de Téquation 
sera imaginaire j le premier radical du second mem- 
bre sera réel , et le second sera imaginaire $c'est*à* 

direqueV ^±5V^ — isera toujours de la forme 
mdtzn\/ — 1 (4i). 

47. Considérons présentement réquatîon du 
troisième et quatrième degré. Depuis long- temps 
les analystes ont résolu ces équations par diverses 
méthodes : nous allons donner ici une idée de celle 
qm paroît avoir été employée h première par Tar- 
talea et Cardan , pour la résolution des équations 
du troisième degré. On la trouve dans tous les livres 
d'algèbre ^ c'est pourquoi nous n'y insisterons que 
pour faire connoître les observations que Lagrange 
y a ajoutées. 

Soit Téquation générale du troisième de^ré pri- 
vée du second terme qu^on peut toujours faire dis- 
paroître (i5) , x^ + px + ç=:o ; on supposera 
9^:=y+;Sjy-^tz étant deux nouvelles indéter- 

minées ^ 
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zninéea^ dont ane sera arbitraire et pourra être 
déterminée de la manière qu'on jugera la plus con-^ 
venable : en substituant cette yaleur on aura 

Les deux termes 3 ^* z -f- 3^ z* se réduisent à 
^y z{y+z) y de sorte qu'on peut écrire la trans- 
foraiée comme il suit : 

y+z^+ (3yz+.p)(^ + z)+7=o. 

Si oa suppose actuellement que 5 y z+p =i o , 
ce qui est permis à caisse des'deux indéterminées , 

on aura d'un côté y z ^= — —-, et de l'autre 

o 

y^-^z^^n — q, qui suffiront pour déterminer^ et z. 

La première, élevée au cube , donne^^z'= — — , 

d'où il est facile de conclure d'après la théorie 
générale de& équations^ que y^ et z' sont les ra^ 
cines d'une équation'Tlu second degré, qui aura 
pour coefficient du second terme g et pour dernier 

terme — — : cette équation^ qu'oii nomme la ré^ 

... ,3, 
duite . sera donc u*+çu — — =0. 

. . , . ^7 

Cette équation résoHie donne * - 



fiominant ^ at^ ces deux rvJciqef , od auifa 

w, ouy^ = ^ et z' i= B, 
oujr* — ^ s=s o ^t Z* -^B s=s o,/ 

ni. • ' ' ' '' • ^ É" ^ 
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48. Si Ton représente par 1 , «^ «t* ,' les trois ra- 
cines cahiques oe Tunité^ on aura les trois valeurs 
suivantes éejr et z/ savoir : 

3 3 : ' _: 

• 3 3 ^^ 3 

et z=:\/B,oxxz = tL\/jB,oyiz = A*VB. 

On pourroit craindre que les trois valeurs difFé-» 
rentes de ^ et z , combinées entr'elfes , ne don- 
nassent oeuf valeurs dîSemt^ de ^4-js= j?; mais 

l'équation zjr = — -—-^ dont nous avons employé le 

o . , . 

cube , limite ces valeurs et nous avertit qu'il ne faut 
prendre pour^ etz qfà9 l^a combinaisons des ra- 
cines qui seront telles que y z soit négatif. 

Il est d^abord évident i*. que A B=^ — — : 

3 

par conséquent V^u/^^î— ~, donc V'.y \ z^ 

o 

3 3 

= jf = V^^+ V B est upe racine dç la proposée. 

- 3-_v '■ 5 "-' '■■ . 3 ^ ' 

u\AVuiXsf^VB = ^^VAB=^ — ^, 

3 * 5 ,^ ^ 

donc tL V A+a,^ V B est la seconde racine de la 
proposée. 

3 _ 3 

donc*^fc^^+ dt V^JBest la trofsrèmè recîrie de la 

proposée. 

' '- • * 

49* C^ quî tait que l'équation du second degré 
donne deufx valeurs différentes ^Vest la double ra- 



traire U racine cubique d^ a, n'est 
que résoudre Téquation x^ — a= o. 



que 
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cine quarrée de Tunité; mais toute racine cubique 
doit avoir une tripîe vafeur, par la raison qu'ex- 
autre chose 
Cette équa- 
tion, en faisant -j — = J^ 1 se ramène à la forme 

y^ — 1=0, dont une racine est ^ = 1 j en divi^ 
sant Téquation par^ — 1 on a )'équation du second 
degré y* +y + 1 ï= o (17), qui donne 

y = : — : > 



donc on a 



i+V/— 5 



et A* = 



^V^ITJ 



En rétablissant les trois Talears de ^ et JS ^ les trois 
racines de J'éqaation x^+p «-+-çr î=$ o lont 



5 y . „^ M 





^\^^V\r4, 






B » 
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.+ 



Si A ,et B sont réels ^ ce qui arrivera toujours 

- -.3 

lorsque - ^*+ ^ sera une quantité positive^ ou sim-* 

Î)1ement lorsque /> coefficient du second terme de 
'équation sera positif , Téquatlon du troisième de- 
gré n^aura qu'une racine réelle ; savoir : 

5 __ S 

Si/> est négatif, il y aura deux cas a distinguer ^ 

1 ^. si— <îy*,le8 valeurs de^dlTet JSseroiit réelles^com- 

me dans le cas précédent, et l'équation n'aura qu'une 

racine réelle j 2*'* si — ^st > ^ y* , les valeurs de 

3 7 ^ 
^ et JS seront imaginaires ; mais les trois racines 
de l'équation x^ — pji;+y = o seront réelles. 

En effet , soient ces trois racines représentées 
par a,b,c; si on forme l'équation aux quarrés 
Aqs diiférencçs , on aura 

y— :6/}j^^+9P>+a7y»— 4p' = o(33): 

d' 1 
or si — >-a',cette équation n'aura que des varia- 
27 4 ' ^ 

lions, et par conséquent ses racines y = (<2— 6)% 

= (a — c)', = (6-— c)' seront toutes les trois 
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positives^ donc le»* troî«> racines de la proposée 
Qj h, Cy ne peuvent qu'être réelles (34), 

Je ne parle pas du cas. où Ton aoroit ~ = -«•, 

27 4 

parce, qu'il est visible que l'équation x^ — -p x + y=o 
auroit dans ce cas deux racines égales ^lorsque les 
trois racines sont réelles , elles se présentent tou« 
jours sous la forme imaginaire. Qutelqneà efforts 
que l'on ait faits pour les débarrasser de cette 
forme imaginaire , on n'a pu y; parvenir générale- 
ment que par la méthode des séries , ce qui a fait 
donner à ce cas le^om de cas irréductible. 

^O. Ôn'peiit cependant délivrer ces racines de 

.leur forme imaginaire ^us plusieurs cas particur 

liers ; par exemple , lorsque les quantités comprises 

sous les radicaux cubiques sont des cubes parfaits ^ 

ou que \e% racines de l'équation' sont «ommensu* 

Sait en effet 

Par h on entend upe quantité arbitraire qu'on 
pourra. supposer :p 4*-) oa 'ne; Pintroduit dan» )e 
calcul que pour faire réussir l'extraction des ra« 
.cme3;èiibÂ9i|^)B.t on^auraïailissi 

/-/—/•» = Cp — q ) vJ. 

-tAvit«f)\yam% êntc'sUeâJesdeax équations, on.» 
(H) ' .g.*.z^pf^j~-.y/^ -^ [t) 

E 5 
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Elevapt au cube.le^ d^x équations , on a 

Ajoutant d'abord^ et soustrayant énsaite ks deux 
écjuatîons, on a ' 

^=^\(p' + 3j?y*) k...{9).^yS^ ig^ + 5//^) *••• (5) 

Supposons dans Inéquation (1) que y^ — ~-^ 

soit un Qube j>ar&)t , c^ <|Qi çat très-pemia , à cause 
de l'indéterminée ih, Içqi^Ue on .peut donner la 

Taleur i/^' — B, n éeîa e^t nécessaire , et sort 
cette racine- =' h ; on aura . • , ' 

Ces valeurs substituées dans les équatjons(2^j'(5), 
donnent . 



f.f 



Ces deux équations vi^vJimtà0toïik\^^i^ik4^f^, 
mais il suffit d'en résoudre une 5 carp;étant connu, 
g le sera (acnement. . ^ 

Si on vouloit résoudre cette équation autrement 
que p«o la méthode des^divisew^» (I7) ,ioa tpmfi^- 
roit dans le cercie vicieux; iliaiu donc chercher 
les diviseurs du dernier tèrmedei'éqttaiion, après 
l'avoir préparée convenablement , pour qu'elle 
n'ait p^s de racinesËractionnait^s (i^ : parmi ce^di- 
viseurs il s'en trouvera nécessairement quelqu'un qui 
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3 ^ 

divisera l'équation, tiV ^ -i-V^ B est compoiée 
d'une parité ratioonella : ce diriseur sera la valeur 
de pj on déterminera- ensuite ç par le moyen de 

Téquatiétt 9^:^ V^j*'— n. 

Quelle que soit ia valeur de p^ elle sera toi^ours 
réelle (36) et pourra être représentée par a $ celle 
de çr sera réelle ou imaginaire, suivant que p* 
sera > , ou < n : si Ton h p* <^n, q sera de la 

forme htV-^ i : dènc ■ \ 

3 

et . , .. V^^VM^a^k V~u ' 

ExejfTfpiej. On demande la'raciije cubique da 
7 + V^5o, et celle de 77— V/&o.. . on a ici 

.^ = 7.^ J5?,=p 5o, . • ^* f- JB =?= — 1 9 
et ctitHÉ^e -*^ 1 est no cabe parfait, on fera î» =îi: 1: 

L'équatjon (43 devient 4p^+ 3^ — 7 == o, et parce 
qVelle est diyisîbfe pàrp — i ,il s'epsult quep= 1 j 
op aura^done 

donc ' V74-V/Sc^t=£ l^r^/fi'> 



et 



3 _„______ 



5 T ^ La rtéthode qu'on vie^:, de v^îc pour ré- 
soudre les équations du troisième degré a été accu- 

E4 
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sée de ne donner dans Je cas irréductible , les ra- 
cines sous une forme imaginaire ^ae parce qu'on 
y fait une supposition qui est contradictoire avec 
rérat même de la question; en : effet, l'esprit de 
cette méthode consiste à supposer l'inconnue ^gale 
à deuxindéterminéesj^+z> et à séparer l'équation 
résultante en ces deux-oi ^ 

or^en mettant la première sous cf^tte forma;. < 

il est visible que la question, est réduite à trouver 
deux nombres y^ et z^^dont la somme =^±gr^ et 

n^ ' * 

dont le produit est — ; ce qài est impossible à moins 

SiJ • ..?.- . ; î 

que le quarré de la demi-somme des deux nom- 
bres ne surpasse leur produit :' oii conclut de-là 
qu'il n'est pas.ét;dpiiant qu,'$i^rfajsanf ume^fi^pp^si^. 
tion impossible à réaliser en nombres, on tombe 
dans des expressions imaginatres ^ ^t^ ^'pi* ^^ induit 
à croire qu*en s'y prenant" autrement, <rti pourroit 
éviter ces expressions et n'en avoir que de réelles. 

Cette objection a été faite par d'Aiéïbbërt' Contre 
la méthode dont riouA parlons. {Encyclopëctiè , cas 
irréductible. ) La réponse suivante est de La^Van^ê, 
comme la plus grande partié.de ce qui précède. 

Reprenons l'équation du troisième degré x^ — p x 
4-^ = 0, et çuppqsQns que se^ trois racines sont 
a,b, c:ovi aura par la théorie des équations 

ia + i+c = OiaJ+ûfc?+6c= — p... abc = — q^r 

en formant réquatfon aux quarrés des différen- 
ces (52) 5 on a vil qae ëi 27 g'*< ip'^ ,a^^by a-^c^ 



f 
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h-^e sont réels chacun séparément y donc les trois 
racines a^bj c sont réelles en pareil cas. 

La même éqaation aux quarrés des diflërences 
donne 

ou (a — 6) (a — c) (b — c) = l/'i/)^ — s/g'*, 
et substituant à la place de— c sa valeur a + 6^ on a 

( a a^ + 3a'i— 3 ai* — a i^ ) = l/ép'— 97^% 



I Ajoutons de jpart et d'autre. 

mq ma'b-^-mab^ 

I Extrayant la racine cubiquç^ on aura 

i ■■.*'• 

3 




=lX 






I N 9 



Représentons'' par x a — ^«^ la Wcine du nnœé-- 
rateur du second membre : en éleyant au cube ^ 



on a 



comparant les I^JVfes liomalogue£^ on a: 
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Les deu^ premières équatîops disent que ^ et /s 
sont deux racines cubiques de l'unité. Les deux 
dernières disent que a ne peut égaler fL ^ ou que 
X et fc doivent être des racines différentes de Tunité; 

donc ft = ..,x=-i- ^ , 

s . . . ^. 

et par conséquent 

d m =&: 3 X ft(f« — ^x) î=ï3aju^v^I^ , oo « ^ ■ ■ .-lL » f^ 

On aora'dbnc \ * ^ " 



Ka — t^h 

Kb 




-\^^^\^-^- 



3 y ■ — . n » . 



« ^=3 



En multipiîant là {)ren3lère de cfs^ dôiu^ équations 
par x^ la seconde par ii , et les ajoutant ,'on a 




-\^*y¥^i:.. 






multipliant la pr*B«êre^peH"^",il''»BiciiMkte par a , et 
les ajoutant^ 00 a 
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3 



* = /* 




4* 37 



On voit, par cette analyse, que la quantité imagi- 
naire n*a été employée qne poor faire réussir Fex- 
traction de la racine cubique, sans laquelle on ne 
ppièvoit détenoinei^ séparémie^l a et &; et comme 
il paroîtimpes^'blade pouvoir y reusitr aitfreiiieiit, 
on peut regarder corom^Q une .vérité démontrée que 
rexpresiîppgé^éci^yie de^ ractoetâu.troisîème degré 

dans le cas irréductible ne saurok èti^ indépen*^ 

dariCe d^s4i:i^agin«ÎKef . ^ 
«T^ermiii^n^fMr.ùi) eiEemple to«i ce q«e neog 

a vops à dîrec mit: lé ^ résolution- ddf éqaatiooa du tm*' 

sième degré, /..m., ^ , ;- ^ ^ - 

Soit ^çr — ^.9^^-910 = o : en la coojparant a 

1 équation gâoeriaîfe ir^ ~ /> a? -f j^ ^ <> , on a 

Cette équèitibi^ 'tf'dfuta qu'une racine rlâette/ parce 

. nî-^'i>'V ■- •■ '^'- '■■'• ■ } 
et Aonaai-a , , , , ,,, . ■< . 



kT: 



\ 
Trrrz 
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Pour extraire la racine cubique de ces binômes je 
fais ^ =i= 455 ,'5 =: S06998 ,, d^c 

^•— JB = 37, et V^^»— 5 =^ S = n. (5o) 

La valeur de p sera donnée par réquation 4p^ — gp 
-^455,0 laquelle on satisfait ]^r la con dition de 
p:=i5r. On troifve ensuite y == \/;?^— 3 = V^ôa s 

donc a7 = 5 + .v/22"+5 — v/aâ" = 10. . 

Il eût été plus siinp^e de chercher^ cettç^. racine 
parl^ p^étko4ede4divisqur^,(i,7)., j . .. ♦ 

52. Passons â%i3l éqûatii^nsr dû quatrième' degré ^ 
qcrWpeut résiotidre par plusieurs' méthodeernotts 
suivroDëifGi celle que^LaGl^atigeâ dominée; et qui est 
analc^ue à ccflld^de Gardah /poî^r le^/équation» du 
troisième degré. >-' ' -^ f' . 3 

Soit l'équation x^-j^px* ^ qm 4- rcd: o>} je la 
«nfposejdâitrée'de Mki sétoc^teri^e^ p«ir<se qu'it 
est. toujours possible de le faire disparoitre (iô)t^ 

Soit fait jT = r + je + ^, on aura ' ^ 

et ' ' ' 

sabstitaant ces valeurs de x^x*, ^r^dans ¥êt^ti<M 
praposée , elle devie^A^ra . , t 

+ {/t{y^+z'+t') + ip} Xjjrz+yt+xï] ^ 

• + ( sij^yi'^' y<^ 4- i -^:^ ;+>=F o. • 

On a ici trois ÎBdéterminéesj)^, z^ t<, et poar les 
dêtèrmloér^ ôiT égalera, à ^érô les^cqeffîcieDS^ de* 
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quantités y-i-z-bt^yz+yt+zt^ et Ton aura les 
trois équations 

iy+z'+i^y+p{y'+z^+t-) 

-4-4 (j^^^^-f-J'T-H^*^^) +r= o. 
Si on substitue dans, cette dernière équation à la 
place de^*+z*+/* sa valeur — -, tirée de lase- 
conde , elle deviendra 

On aura donc pour déterminer j^^ «,*, les trois 
équpitions 

I et l'on voit , par la forme de ces équations , que 
\y*y z* y i* seront les trois racines d'une équation du 
{troisième degré ^ dont le coefficient du second terme 

sera -, celui du troisième terme sera ,, -> et le 
a 16 . 4 

dernier terme sera ^ : cette réduite sera donc 
64 

désignant par u, uf y u'^ ^ les racines de cette équa-* 
ion ^ on aura 
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et par conséqueftt 

En combinant les doubles signes des radicaux on 
en tîreroit huit valeurs différentes de x , et par con- 
séquent deux fois plus qu'il n'en faut; mais il faut 
observer que les valeurs àey,Zyt; doivent satis- 
faire à l'équation j' z 1 33'-^ ^:doAc lorsque le cdef- 

ficient q est positif dans la proposée , il faudra que 
le produit des trois quantités y, z, t, soit négatif ^ 
et lorsque y est négatif , le pro(^uit ^ js / doit être 
positif: l'expression de x devra donc être compo- 
sée dans le premier cas des trois radicaux négatifs, 
ou de deux positifs et un négatif; et dans le second 
cas Texpression de x sera cocnposée des trois radi- 
caux positifs, ou de deux négatifs et un positif: on 
'aura donc pour Ta valeur de x les deux systèmes 
suivans de racines . 



A? = — ^u — Vu — Vu 

x=—\ru+V17+V^ 



x=z^^—Vu'—Vi£^ 



53* Le deroier terme de la réduite étant nièces* 
sairement négatif, elle aura une racine réelle posi- 
tive (55). Si les deux eutrts ^oflt ftu^si réelles et 
positives , les quatre racines de la proposée seront 
réelles : la rè^e de Descartes fera connpître com- 
bien il y en a de positives et cotnibien die négatives. 
Si la réduite a une racine réelle négative, les quatre l 
racines de la proposée seront imaginaires. Si la ré- i 
duite a deux racines imaginaires , elles seront de la 
forme m-^^^^Zl^ m-r-nx/'^y soit u la première, 
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et u' la seconde -^V li sera de la forme a-^hV * — 1, 
et Vu" sera de la forme c— ék^-^i:danc 

par conséquent la préposée aura denx racines 
réelles et deux imaginaires. Les deux racines réelles 
seront de même signe on de signe contraire ; sui^ 
vant qne le dernier terme sera positif ou négatif. 

Pour que les trois racines de ia réduite soient po* 
sitives , u faut que tous ses termes soient alternati- 
vement positifii et négatifs; donc i%p doit Atre 

négatif, a*. ^ doit être >-> 

En supposant dans la réduite u =y* — ^ ^ on fera 
évanouir son éecond terme (i5) , et elle deviendra 

donc les trois racines seront réelles si Ton a 



/'-(K)/-*+^--Ç=- 



!^\kSrk) ^4V864^4 16/ • 

On pourra donc juger «de la réalité des quatre ra« 
cinea de Véqaation du quatrième degré par la na- 
ture des coefEciens de tous %e& termes. 
Exemple premier. Soit réqoation 

en la comparant â i'équation générale^ on a 

p = — "T* ••y= 10««« r= — 7ï» 

La réduite sera 
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OU en faisant 

u = i, /?— i7/* + 8o5— ioo = o, 

on s'assurera aisément que cette réduite est dans le 
cas Irréductible , et que par conséquent elle a ses 
trois racines réelles : en y appliquant la méthode 
des diviseurs, on trouve quey= a , ou 5 , ou lo ; 
donc w = ;, ou ^, ou 7 : donc les quatre racines de 
la proposée sont réelles , et Ton a 

Exemple second. Soit l'équation 

a?*— .64?*+ 8ar— 1 =05 
on a ici 

jE>= — 6. •.y=5=8. ..r = — 1: 

la réduite sera 

/' — i3/*+4o/~64 = o, 

r 

en faisant u = j: cette équation n'a qu'une seule 

racine de réelle positive , qu'on trouve aisément 
par la méthode des diviseurs j savoir :y*= 8. En 
divisant la réduite par/* — 8, on a peut* quotient 
y*— 45 + 8 = o , dont les racines sont 2±a V^ — 1} 
donc 



W = 2, U 



, U = . . . u^ = T — - . 



La proposée aura donc deux racines réelles et deux 
imaginaires 5 les deux réelles sont 
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Les deux racines imagîiiaijres sont 

Exemple troisième. Soit Téquatioa 
A* + ^ -** a ar + 6 =s o , 
on a p4== I , y 3=:-^2 j r==c 6«** 

la réduite ;sera dono 

f 
en faisant « = - ; cette dernière tombera dans lô 

, ■ . 4 i . 

cas irréductible^ donc elle a les trois racines réelles j 
mais par la règle de Descartes elle, doit avoir deax 
racines négatives , donc la proposée aura ses quatre 
racines imaginaires t ces racines sotit 

^ '.4? »— f 1 + ^Z^^^ .X ;= --• 1 ^— ^ZT^^ 

Méthode générale pour résoudre les 

équations é 
». » '. j 

54* La. n^éthode la plus générale et la plus dl« 
recte y la seule qui ptiis^e réussir pouv la résolution 
\ générale des équations , consiste à faire dépendre 
1 ' .m^ \ ..'.:• F , 



r 



82 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

la résolution d'une éqaatioa d'iin degré quelcon* 
que, de la résolution d'une autre d\in degré infér* 
rieur ; c^est ainsi que Dour résoudre Téquafioa 
générale du troisième aegré, on forme une ré-* 
duite du sixième , mais qui pept se résoudre à la 
manière du second : pareillement la résolution des 
équations du quatrième degré dépend de cefle de 
sa réduite , qui est du sixième ; mais qui se résout 
à la manière du troisième. Il existe entre les ra- 
cines de la proposée et celle de I4 réduite une dé- 
pendance mutaeUé , en sorte que les unes étant 
connues on en peut déduire les autres. 

Soit par exemple l'équation du troisième degré 

dont les racines son^ a^b^c, ^n faisant x=^jr+z, 
nous ayons formé la réduite 

w* + yw— /)^ = o(f^7), 

ce qui a donné 

3 3 a s 

3 3 

en mukipKant ta seconde par <£% et la troisième par 
celles ajoutant avec la première ,et remarquant que 
i + *+«*;±=:o,flt*=a i,ona 

//— *a+A''b+ctC fy— aà^h-^A^c 
V ui^^ = ,ftV A — = — ~9 

../-^ «"a+ctA+c Jl^^ a + ctb+ct^c 

«V-^ = ^ — V^= g ^ 

ces six valeurs sont les six racines de la déduite Avl 
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• 3 

sïïcîème degré y^ +çy^ — --^o. où Toil voit 

que ces dst racines sont Fonctions de a,b^c, raci- 
nes de }a proposée; et réciproquement les racines 
de la proposée sont fonctions de celles de la ré- 
duite. 

5 5 • Toutes les méthodes de résoudre une équa- 
tion se réduisent donc à déterminer une fonction 
de ses racines^ qui dépende d^une équation d^un 
degré inférieur^ et qui soit telle qu^elle donne fa- 
cilement les racines de la proposée : cette ma- 
nière d'envisager la théorie générale des équations 
a l'avantage d'éclairer sur la métaphysique même 
de cette théorie , d'où résulte la méthode la plus 
directe de parvenir à leur résolution lorsqu'elle est 
possible. 

5 6. Commençons par l'équation du -second degré 
X* + px + ^^ = : 
soient a et 3 les deux racines dé cette équation ; on 
a d'abord a 4-ii = — p et a i = j'. Cherchons une 
autre fonction linéaire dés deuX racines a et & ^ et 
nous aurons tout ce qu'il &ut pgnr los déterminer 
châcarie sépa^émetit. Je' i*eprésente cette fonction 
par le signe ^ {a^b) (8) ^ c'est-à-dire que je fais 
^ zac ^ (a ) ^) ; mais les deut racines de la proposée. 
a et ^ ^ étant' indépeodailtes «intp'elles^ oi> peut les 
permuter , et il ntj a j^a^s plus de raison de prendre 

Î>oùr la valeur àe z,^ {a, b) y que p{b,à) : la va-* 
eur de z sera donc donnée par une équation du 
second degré 

(«-r-(p(a,6)) {z — p(bya))=^o{i)... 

': ir " ^ ' 

(i)SoÎ0iit'' Uyb^ c, trois quantités connues : si Ton deniiinde 
Hue quantité qui soit fonction de la somme de deux quel-* 

Fa 
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Pour faire usage de cette réduite , il faut qu'elle 
soît plus simple que la proposée: il faut donc qu'elle 
manque de second terme ; c'est-à-dire que la trans- 
formée doit être de la forme z* — A* =o. Les ra- 
cines de cette dernière équation sont x=^h, et 
x = tth, i et a étant les deux racines quarrées de 
Tuoité. 

Soit ^(a^b) =/a4- m,b , et par conséquent 
9 {b,a) = Ib-i-ma: on aura donc 

h^=^la^mb, et a. h, ou lb+mai=s=ala+A mb. 

Pour que cette dernière. équation ait lieu, il faut 
que l^=:ctm j et /tï = <* l ; c'est-à-dîre / = — m , 
et 7» = — /, à cause de « = — i : donc la réduite 

sera («: — /(a— 5)) (z + /(a— 3)) = o. 

Si on suppose ^= i , ce qui est très-permis, puisque 
elle a été introduite arbitrairement dans le calcul, 
et qu'on multiplie , oh aura 

cocïqaes des trois qyantitééfdbnoées, il est visible que cette 
quantité peut être égalejnent fonction de a-^-b, ou dea+c, 
ou de b-^c; et comme ces trois fonctipns satisfont également 
à la condition demandée^^ il nj a aucune raison d*en déter« 
miQer une exclusivement aux autres ; par conséqtient 1 e- 
quation ^ili la détettiiinera doit être du troisième degré , et 
avoir poirr racines * (a+fc), 9 Qa+c), ^ (b+c) : c'est donc 
une propriété J^ien remarquable de l'analyse mathématiq.ue 
et pne suite nécessaife-dé sa généralité que l'équation d'où 
dépend la détermination d'une fonction quelconque , ren- 
ferme toujours tontes li^s valeurs dont cettjs fonction est 
susceptible en y échangeant , les unes dans les autres , les 
quantités isur Tordre et fa valeur desquelles les conventions 
n'ont r4en établi de particulier : ainsi l'équation qui auroît 
pour racines /a + mi = ^(a,A), doit avoir aussi Ib+ma 
= $ (3 , a) , / et m étant deux quantités arbitraires, ou indé • 
terminées. 
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or fl?^ô*= p* — iq (26) , et a ô = y , 
donc z* =/)* — 4 9> ^^ par conséquent 
z yKfixa — ft=:rt: V p^ — 4 q : 

en combinant cette équation avec ceHe - cî 
a+b^Z'-^pj en trouve 

^ _ p+ \/p'-riç ^^^^ p ^^p- — kq ^ 

On auroît pu parvenir directement à Téquation 
a — b= dzi^p* — iq y par Téquation aux quarrés 
de» différences (Sa). 

57* Soit l'équation générale du troiaème degré 

x^+px-^q = o, 

dont les racines sont a,b,c ; dierchons directe- 
ment deux fonctions linéaires des trois racines qui 
soient données par une équation^du second degré ^ 
et qui) combinées avec celie-ci 

a + ô + c = a, 

les détermment chacune en particulier. Soit une 
de ces fonctions représentée par ^ (fï,,6 ^ c)^.&i on 
l'appelle ;?. on aura 

mais par un raisonnement semblable à celui que 
nous avons fait sur les équations du second degré , 
il est visible aue si ^(a,è,c) satisfait aux condi- 
tions du problème en permutant les racines de la 
proposée 3( on aura cinq autres fonctions qui doivent 
également satisfaire; savoir: 

F 3 
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Toutes ces formes étant généralement admissibles 9 
Téquation qui donnera la valeur de l'une doit don- 
ner en même temps celle des autres ; la réduite sera 
donc du sixième degré : pour pouvoir l'abaisser à 
un degré moindre que la proposée , il faut qu'eila 
soit résoluble à la manière des équations du second 
degré ^ et qu'elle ait par conséquent la forme 
z^+^ ;&' + jB = G ; ou , ce qui revient au même , 
il faut qu'elle soit le produit de deux facteurs 

(-g«_A^)(z' — A»^)=o. 

iiO premier de ces facteurs donne 

le second donnera aussi 

jS = A«««2 = etA«««Z = «.*A 5 

!,«,«' étant les trois racines cubiques de l'iuiité ; 
la réduite aura donc la forme suivante : * 

ou (a-*) (Zr^h) (Z^^h) [tr^h') {zr^h') (»—••*') = O. 

Pour satisfaire à ces conditions, il faut qu'en repré- 
sentant Çi(a,b, c) par h^ on ait 

Et en faisant ç(a,Cj,b)^sz h' jOn doit avoir 

58» La forme la plus simple que Ton puisse âoH* 
ner à la fonction 9 {a, b, c) est la + mb + nr^ 
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lyin^n étant trois indéterminées : on Qura pour 
lors 

9 (cjb^):=lc+ mb+na...p {b,ajc)=lb'¥ma + nc : 

il fandra donc que Ton ait 

lb+mc'hna=^ût(la+mb+nc)é.. Ic+ma+nb 
:=cL*(lû+mb+n€y. Ic+mb+na 
= «fc (la+mC'\'nb)... Ib+ma+hc 
' =et*{la+mc+nb). 

Comparant dans clia(|iie équation les termes con* 
tenant les mêmes racmes , on en déduira 

/ = «t m = rt* /i... iii = flt^/ = flt;i.../i = «t^— à'in j 

et faisant / = 1 , on a -?^ — h^j c'est-à-dire le pro- 
duit des trois premiers facteur» 

=zz^^{a+it*b+cLcy...z^ — h"; 
c'est-à-dire le produit des trois derniers facteurs 

la réduite sera donc 

{z^^{a+a'b+ac)y {z''^(a+Ab + it*c)y = 0. 

Si Toa effectue la multiplication , on verra que 
le coefficient de z^, et le demieif te^me de féiiua- 
tîon sont des fonctions invariables des racines de la 
proposée , puisque tes six combinaisons ou permu- 
ti|tionad€bJfl. fonction la-^inb^noj edttea^u-' 
tes de k même manière. .. 

F 4 
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En effet, on a 
h^=^a'+ b^+ e^+ 6abv+ 5A{a*b + b*.ç + ac^y 

en ohangeant 6 en c on aura la même expressioa 
pour fi'^ j et faisant pour abréger 

on aura, à cause de «+à* = -«-- i , 

où Ton voît que les quantités L^ M^N^, M W ,, 
sont: en effet àes fonctions invariables des racines 
a> é jt c / et îl est yîsîbl© que 

L ^=yî + 6séiôc = — gy. (26). 

^+ N= s a^b.=f^.f,—Jf^— 3 y^ à cause de/=Q^ 

JIfiV=Sa*ic + 3Sa*6*c»+ sa' 6^ 

= 5gr'+S 7^4-3 ?*+p' = 9 f+p^. . . 

donc 

A' + A'' =? — ^ y. • . et A' V^ ça — 27 p' ^ 

faisant pour abréger ^' = 127 ^ , la réduite de-- 
viendra 

u^ + qu — ^ = o (47). 

Soient ^ et B les racines de cette ^nation , ox^ 
aura donc 

mais -« = a-H*»i + «c?, etz'=^a + «ô+ a^c^ 
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on aura donc trois équations linéaires entre les trois 
racines de la proposée ; savoir : 

a+ b + c= 0, 

a + «t* i + * c = 3 K ^, 

3 

d'où on déduira 

3 3 ' 

3 5 

3 3 

ce qui est parfaitement conforme à ce que Ton a 
trouvé (48) • 

z et z étant des racines cubiques , sont suscep- 
tibles chacune de trois valeurs qui donnent neuf 
valeurs différentes pour les racines a^ bj c. Cette 
multiplicité de valeurs tient à ce que les exprès- 

sîons \^^j y B contiennent le terme -^i c*est-à- 

dire le cube de ^ ; or ce cube est aussi celui 
a . 

de *^ , et de a*^; en sorte que les racines trou- 

vées résoudroient également les deux équations 

^^+ajpji:+y = 0... x^ + **/î:r+y = o : 

elles sont donc les racines de l'équation du neu-* 
vième degré résultant du produit de ces trois équa«« 
tionsj mais on a trouvé plus haut 
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et par conséquent 

il ne faut donc choisir parmi les racines que celles 
qui, substituées pour a, b,c, rendront h h' né- 
gatif. 

5 9. Passons aux équations du quatrième de^ré, 
privées du second terme y pour plus de simplicité , 

X* + pa?*+yx-h r = o. , 

Soient a,b^c,d, les racines de cette équa- 
tion ; en suivant la même méthode que pour les 
équations du troisième degré, on formera une 
réduite dont les racines seront P (a,b,Cjd) ^ 
et comme ces racines peuvent être permutées 
de vingt-quatre manières différentes, et que toutes 
ces permutations doivent satisfaire également , il 
s'ensuit que la réduite sera du vingt ^ quatrième 
degré : cette réduite ne pourra être d aucun secours 
pour la résolution de la proposée, si elle ne s'a- 
baisse au troisième degré , ou lû elle ne peut se 
résoudre à la manière du troisième degré. 

Supposons dope que ces vingt-quatre fonctions 
soient égales entr'elles huit à huit , alors la réduite 
prendra la forme 

laquelle se résoudroit à la manière du troisième ; 
mais comme il entre quatre constantes arbitraires 
dans la fonction linéaire qu'on prend communément 
pour la racine de la réduite „ on peut leur donner 
une détermination telle, que les huit racines de 
chacun des trois facteurs z*— A', • • etc. se rédui- 
sent à un plus^ petit nombre. 
Soit en effet 
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Farmî les vîngt^qaatre fonctions qui resaltent des 
"vingt-quatre manières de permuter , choisissons les 
liuit suivantes pour représenter les huit racines du 
*facteurz' — h*. 

m 

la+mb+nc'^pd. .. l^+mb'i'ud'^pç 
ma+ Ib'+'nc+pd. •. ma-^ Ib^nd+pe 
l c^md+na+pb..^ i c-^^md+nb-k-pa 
l d^-mc+na+pb. « • mc^ id+nb+pa» 

Si on suppose m=l,\es huit fonctions sont égales 
deux à deux et se réduiront aux quatre suivantes : 

l(a+b) + nc+pd... / (a+6)+/irf-4-pc? 
/(c+d)+wa+/>A l(c+d)+nb+pa. 

Si dans ces quatre dermères on y suppose p 5= /i ^ 
elles se réduiront à deux j savoir : 

l(a+b)+n{c+d)... / (c+d[)+ii( a+A). 

Enfin sî dans ces deux fom^os on y suppose 
n=i: — /j^la seconde Calera la prauiière^ prise 
négativement; donc les huit fonctions Ibéairea se 
réduiront aux deux suivantes: 

/(a+6 — c — c?),.. /(*+c— a — d): 

en les multipliant , et faisant / = i ^ on a le facleur 
double 

;«• — (a+A — c — d)'. 

On trouvera huit autres fonctions qui , par les 
mêmes suppositions s}xvl,m,n,p, donneront le 
facteur 

Les huit fonctions restantSs donneront 
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donc la rédaite pourra se mettre sous la forme soî-^ 

Tante : 

(jc*(a+rf— 6 — c)*)=.o. 

En développant ces quarrés ^ chacun séparément » 
on a pour le premier facteur 

a*4-6*-*-c*-+-£Î*— 2 (a b^a c-^a d^b c^b d^c d)-+-4 (fi ^-^^ d) 

— yi — 2 2.ai + 4(aiH-cû?) 

= — 4p+4(aè+cû?),- 

et si on met 4z au lieu de z*^ le premier facteur 
deviendra 

i{z+p — {ab'\'cd)): 

si on 'développe les deux autres facteurs , on trou* 
vera par un calcul semblable que le second de-- 
viendra 

.. 4(«+p — («û?+6c)), 
et le troisième 

4(z+p — (ac+3rf)); 

enfin si on fait z + /> = z' j la réduite prendra la 
forme suivante : 

(z— (aô+crf)) (z— (orf+ôc)) {z—ac+bd))z=.o. 

On voit par cette dernière équation ^ qu'au liea 
de la fonction linéaire 

la+mb+nc+pd, 

on adroit pu prendre la fonction du second degré 

l{ab + cd), 

susceptible de trois permutations , comme il est aisé 
de s*en convaincre. 

6o. Pour former lesLCoefficiens de la réduite en. 
fonction des racines de la proposée^^ on fera 

ab+cd = h,ad+bc=iih',ac+bd:=zh" : 
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on anra ainsi 

z"-ih-¥h'+h'^)i'-+{hh'+hh"+h'h'')z'-hh'h'=o, 
On a d'abord 

\*'.abcd=r. , 

ab+ac+ad+bfi+bd+cd 
= :s.ab = h-i-h'+h"=p» 
a". hh'h''=:(ab+cd)(ad^bc)(ac+bd) . 

= — 2pr+ç«*6V, == — 4/jr+gf*. 
3'. A A' + AA' + A'A''= S.a»i c = ^^^^^^*= — 4r. 
donc la réduite deviendra. • • 

et mettant àjy+p à la placede z', ,on a 

^'-^ï-^"+(5-ï)^-i=''(«"-' 

Sî on représente par u, u, vl*^ les trois racinea de la 
réduite, on aura .:,^ 

' y ==: î/, ou 4J^c=:4^^,• 
mais 4y= jg^ etj4.^ a été^isa la place de;8:'%on 
aura donc , . . 

z*= 162^^ etx; oua+*-**c? — rf = ±4v/S. 
Qu'aura aussi 

a + c-^S — £f = =±:4/î7 
et a^d — b — c?:===fc4 V^i?.* 
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ces trois équations combinées avec celle-ci a+ 6 

j^c+d^=^o donneront 

pn l'on geut prendre à volonté les radicaax en plus 
ou en moins ; mais comme leur produit doit être 

égal à 1^ si cette qttamtité est poiitirè , on pourra 
o 

prendre les trois radicaux positivement y ou deux 
négatifs et un positif; et si eue est négative ^ il fau- 
dra prendre les trois radicaax négatifs j ou un né- 
gatif et deux positifs. 

Supposons le coefficient q positif dems Téquation 
donnée 9 on aura les quatre racines suivantes (62) r 

c=— /ii— /i?+ l/2?"...cî=— V^w+ Vii—VT!F. 

61 • Les raciqes de Téquation que nous venons 
de résoudre se présentent s<9iis^ Ici «iftnie forme que 
dans le n"". 62 ; OQ en déduina les mêines consé* 
quences'pMf ie signe et la réalité de^ racines: nous 
ne les répéterons pas ici , niais nous jr ajouterons 
jlessvtvantesw ^ ■. . ■■ ^ ' v . ^ ■ ; 

Si Téquation a deux racines r^cAles^^t queÛas 
soient de mèoi^isigne.^selltîs Sfsrûnt4)o$itives, s'il y 
a dans la pi^opqsée .plus de varlatloûs que de pei^ , 
martfeïices ; eiles' sfefimt né|àfiie5; s'Sy ti plus de 

Eermanences que de variations : c'est uile suite de 
\ règle de 0(Mcar%âs .(S3j) ymi^\^ si i'^quation-avoit 
tous ses termes , il pourroit arriver qu"*elle eût au- 
tant de variations que de permanences; jfiotA- lors 
le signe de«'eji raciiH» iieca l^jnêpie que celui de la 
fonction 1? -^é^lv-^^q 9l^^9>^l\^ coeificient du 
second teritie'cfe réqùatîon, • •" 
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Pour le démontrer 9 soit Téquation da quatrième 
degré y ayant tous ses termes 

supposons que les quatre racines de cette équation 
«oient a', h ^ c\ (ï; soient a et b' le» deux racines 
réelles , et c, d^, les deui^^aginaires: on aura dam 
ce cas 

.c'=m+n4/irï, et (f^=î=m — /iv/~: 

on fera évanouir le second terme en faisant 
l 

«=^+j(i5), et le coeiBcient du quatrième 

terme deviendra 



//>^4/p^8y Y 



Appelons ce coefficient — -^a . . 4e dernier terme 

de la réduite sera^^ donc — — (5^) : on vient de 

voir (60) que les raciaeis de \écfBàk\\xsi dû quatrième 
degré qui manque de second l^tae. étant a^b,c,d, 
les trois racines de la réduite aont 

(a+ô— o-i/)*, (a+c— 6— d;}% (d+c£— ô— c)% 

onauradono 

mais parce que L*on a 
on aura 
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et par conséquent 

(o'+fr—i' — c') = + -|, 

eu en mettant à la place des deux, racines imagU. 
naires c', d', leurs valeurs, et multipliant , ' 

(a'+è'-am)((a'-^'r+4y)=+|. 

Il est Visible crue lé second facteur de ce produit 
sera toujours positif; donc aA;b'-- a m devra être 
positif lorsque sera positif, et il sera négatif lors- 
que Q sera négatif. • ■• 

Il ne reste plus qu'à pouvoic s'assurer du signe 
du facteur a'4-ô'— 2 m : l'equatiôn du quatrième 
degré .ayant deux racines réelles et doux imagi- 
naires , pouï-ra.ie mettre sous la forme suivante r 




ppsitit 



l'équation n'aura que des permanences.: «i s met 
«'+i' sont, tous. deux négatifs., l'équation > n'aura 
que des vàrîatrotis : si au' contraire elle a des varia- 
tions et des permanences, il faut queia'4-*'«« a "« 
n'aient pas Kmênje signe, et par conséquent o. + & 
et — • a m doivent être de m*toe-«gne : donc pDur 
iagerdu signe du facteur o' ■+;>'— ? jt^, il suiÏH-a 
de considérer pelui de o'-V&'.'Ainsf lorsquef Q sera 
positif , a'irè' doit être positif; et lorsque Q^wa 
• négatif, a'+6' do'' êt're ..négatif. ( On trouvé ce 
théorème énoncé sans démonstration dans le Jour- 
nal de l'Ecole Normale , tome s , page 3i4. ) 
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. Exemple. Soît Téquatiou . 

ayant deux racines positives , + tf et +Z^ei deux 
racinea imaginaires i on trouvera que 

c'est-à-yîre = une quantité pqsîti^e , et par censé'* 
quent de même signe que les deux racines réelles. 

Passé le quatrième degré on h*a plus de méthode 
générale* pour résoudre les. équations; celle que 
nous venons (f expliquer seniibloîc* donner qdelque 
espoir de succès dans la résolution des équations du -> 
cinquième degré > mais Iç' grand nombre xle comi^ 
hîoaîsQns que l'on a à faire pour avoir une réduite 
d'un aegré inférieur au cinquiemQ,aété un obstacle 
qu'on n*a pu )usqu'Icî surmopter : il y a cependant 
plusieurs classes d'équations qu'qn peut abaisser à 
un dqgré inférieur à celui sous lequel elles se pré- 
sentent ; .cela arrive sur-tout lorsqu'il existe entre 
les raçioes de réqoatioo des relations particu« 
ïlères^' ou qu'elle peut se diviser par un facteur réel 
deTorm« connue. 

6%. Si dans tinè équàtioiî d'un degré pair, que 
pouâ rept^ent^tons par s 7z,:chaque -radlBe de;-- 
réquàtion en a une autre correspondante , avec 
laquelle elle aît m rapport tel que ce rapport reste 
le^ïième, eh y cïiàngeant lesdeilx racines eotr^ellesi 
alors la résolution de la 'proposée Ve dépend que 
d'une équation du degré n : telles sont leseqùatioiii 



réciproques. On a donnéx^|||m aux équations dont 
^ ' -mes^ga' 

nés sont les mai 
vante 



^ les çoefficiens dçs \termes^çalement éloignés dès 
extrêmes sont les mômes; telle est Téqùation sui- 



m. G 
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II est visible que si a est uâë racine de cette éqtm^ 

tjon , - en sera une outré , parce qu en mettant ~ 

à là pfatce de x, l'équation reste la même : soient 
a, b, c, d.,. etc. n racines de cette équation 

I i 1-1 
seront les n autres raques : donc ; ; 

(._.)(._i\=>_(„+i).+, 

sera uu facteur dotible de' là jprroposée^ > . * 
et :t\^{b^^jx+ 1 

lèri sera tih outré : ribàslës représenterons par 

L'équarfoh récipboque dû degré 2 ri poufrâ doiio 
*e metti'c^ àoUS k fol-me ^ 

En fnùltîplîant ces facteurs, on.fprinera uîî pro-^ 
duît dtt .clegi:« 2 nj qui devra être identique aveq 
lé premier membre : si qu'égale les coeiJScIens des 
termes semblables , où aiirà pour Glétermiaer 

?ï, équations quî^combinées éntr*elles,d(onneront unç 
équation du degré n / la^résolutîon de cette équa- 
tion^ avec celle du facteur 
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sufBra pour avôtrle^s nràctues de I9 proposée. 
Soit l'équation 

eile peut être considérée cobâme le produit des 
deux facteurs 

( X* — jc'jc+ I >, (V.--y'x+ 1. ) 3== o. 
En exécutant la multiplication , on a 

comparant les coefficiens^ on a 

donc z'^ et 2^' sont Icâ.radhieii de T^q^atioa du se- 
cond degré ,. 

;2*4-p z+y — 2 = o (5). 

Lorsqu'on connoîtra z^ z% on substituera leurs 
valeurs dun$ tes deo^'hàténvà 

j»:* — z'^+i=d/ir*— ijs^x-f' 1 i=6: 

lis donneront chacun deux racines^ et^n adfra 
ainsi les quatre racines de It^prôpdfsée. 

Soit Téquation . ^ ,. . . ! ' 

on la nicttrif sous fcr former suivante : 

(jp^l- z'x+'i)(a?*— .zV-hi) (jr*— z'"a?+ 1) ï= o. . 

Multipliant et comparant les c<^ffieieasd«S' termes 
^ homologues I on «V . , t: 

Z . + Z + Z 2=2 — JE>« . • 

^z'+zV'+^^z'''^? — 3..». - 



;5'a'a"' = — r— a/7, 



G a 
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doncz^j z", :^" sont les racines de réqaation da 
troisième deg^é 

«'+/>«•+ (y— S)-» — (r+2j7)=o... 
Soit encore Téquation réciproque da huitième 
degré 

ar' +/7X^ + qx^ + rar^ + 5 a?* + rx^ + ya?*+j7x + 1 =ro. 
On pourra la mettre' sous la forme 

{x^^z'x^ x){^x^^z'x4 x)(jf:--îi"^ir+ 1(«»— z"V+ i)=o: 
multipliant et comparani! les termes homoFogues , 
on aura . ,, 

Z +Z +Z -J-Z — —/>••• , 
z z +fc Z +^ ^ +* * ' + ^ ^ +^ ^ 

i= f ^ 4. . . *' z* r ". . . +aV" i"'+ . .' . 
= _(r+5p)...z'*"*";«""=A-ay+3; 

donc x', z', z'*', z'*, seront les racines de l'équation 

«♦ +p> + (y— 4) «•— ïr +'3/)) « +/•— fl y +a=.o î 

enfin si on a uoe équation réciproque du degré a n 

«"+p««^' +y *-- + r «•-» +/*»-;f+ . . . 

on la décomposera en un nombre n de facteurs 
doubles • ^ ^ 

(*'_z'«+ïk}(«*-^''A:4.i)(ar'-z"'x4.i)(.^)(«*-^("W^i)=o. 

^ on multiplie tous ces facteurs ;| et qa'(Hi com- 
pare-les' coefficieiïs des différentes puissances de ;c 
avec ceuK de la proposée , on aura • " 

X.z' = —p,. , ^,z 'z"=: g — '».,; 

X. z'z^"' — -— ( r+ n—i ./) ) . i . 
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et ainsi des aatres coefficiens ; et si on désigne s z 
par A. . • 2 -s'z" par J5. • . S zz'z" par C. . . etc. 
on aura Téquation 

z«— ^ Z-' + J5 z*"»+ Cz^-'^^D z»-^ . . = o. 

Les /ï racines de cette écjuation^ combinées avec 
les deux racines du £acteur double 

ap* — ZX4- i=o, 
donneront les 3 tz racines de la proposée. 

On voit ici la raison de ce qu'on a dit (45). En 
effet JT**^' — 1= o , divisée par x — 1, donne pour 
quotient 

ce qmtient égalé à zéro donne une équation réci- 
proque du degré %h ^^n aura donc se& racines en 
résolvant une équation du degré it« . 
Soit pour exemple l'équation 

;r^-^i =03 • ' 

cette équation divisée par x — 1 , donne pour qiro^ 
tient 
, a:^ + x^ + Jt*+ Jr +1 =0: 

celle-ci étant rédproque, ces racines dépendront 
de celles de la suivante : 

z* + z — 1 = o , . 
savoir j _^ 

;b = ■ ' ' ' • • • Z =— : 

substituant ces valeurs de z% 7^\ dans le facteur 
double • ' ; 

X^ XX \ \ =0, ' 

on a 

G3 



• ». 

* » », » 
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donc les quatre racines ia^agipaires d<e la proposéa 

sont 

_|/5"— i + \/iQ + at/5 "X(/iri>>. 

— v^T— 1 + V^ lo— 2v^5"x V/--T 

X ^ — ' ' -'— * — »' ' — 

'— t/5"— 1— \/'io— 2V/5'XV/'^ 



JP=" 



Méthodes 4^ approximation pour la résolu- 
tion des èquatimis numériques. 

63. Lorsque les raoîiier.de l'équation ne sont 
pas coi?imei^suFables7<^ j^g^ifs même qa*à:apt eom-* 
mensurables, leur expression analytique est insuffi- 
sante pour £aif*ecQnao|t rele^rs valeiirs tuimeriques , 
comme tîans le cas irréduçtjjble du trowîèï»^ degré, 
on a recours aux 'méthodes dapproxijçDajj,©©. La 
première qui se présente, consiste à mettre succes- 
sivement pour 07 'dés nombres entiers pris, tant en 
plus qu'en moins , jusqu'à ce-qu'op arrive à deux 
valeurs dupreifaier mefubre, dte^signés rwatr^ires : 
quand on est parvenu , par des substitutions succes- 
sives, àdeiJix F^suUats^^igi^i^ifD^tNii^iQf»., oacést 
assuré qu'une des racines réellesde l'équation tMi&e> 
entre les valeurs gui^ sjubstîttiéi^ pour l'inconnue ^ 
ont produit deux résultats de signe différent (9)4^ 

Soit poux: e:^eipple l'équation .. j Tx , 

vif * + a ^!' 4- J^-^'ôo := A. . • / * 
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la supposition ^e x=^2 donne pour ré3uItat-r-28... 
La supposition de 4P == 3 dofln/^ pour rés^kfit rfc- j^i 
donc une des racines de l'équation est entre 2 et 0; 
et comme lç^çcpndf^aii{tat 4r 4 iï>pMch€ plu^de 
zéro qui^ le premier , on peut (sn conc|i}ré quA 'a 
valeur de la racine approche plus de a que de S ; 
on pourra donc supposer a; = 2^5 , et chercher en- 
suite une plus grande approximation. 

On Cera Ar=2,5+c, z étant une petite (raetlon 
dont on pourra négliger le quarré, et lés j>uissànces 
supérieures : on aura donc 

+ air* = fl (2,.5)* + 4(3^5)5: +•.. 
+Sjp= 3(2,5) + 3j2. 

OO :^^^bo 

ce qui donne . toute réduction faîte , Si^yB _x 
= 1 4,376,. . dôncz ;= 0,45 et par conséquent 
0;= 2, ^5 : si .on substitue cette valeur dans Tequa- 
tîoh propos^e^ on trouvera un fésfjjtat pçsijtif^ pe 
qui finnonce que la valepr assignée à 4r^ est u npea 
trop forte ; oh fera de nouveau x =^^ 2, ^5 — «*'} .W 
aura une seconde équatipn seraBtable à la précé'^ 
dente, qoî donniera pour z jme très-petit^î yale^ir 
à retràncber de la première approbcimatîon : ep con- 
tinuant ain^^on approchera aussi près qu'on yp.vi- 
dra dé la valeur dp *. ^ 

($ 4> JLa méthode 4oi>t niojus v9i)on8 de fiilce ysaga^,» 
est ceJtle.q^e I^^wton ad^^mée au .ccNnmenceiaeni 
de sa .mér^ûdedes jfluxi^.n/i:^3UeH9$t dans presque 
tou? l^s livre/5 élén)^ntftires c ^ raçpr.^fopdia9«|nt , 
on- la •f rouyç .sujette à plp^i^iijr^ imperfiecti^ns j 
c'est pourq,uoi npiis y pifh^tj^^f^^ cjeAle .de h 
prange. • 

G 4 
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ConsîdéroDS une équation quelconque du degré n, 
représentée par la formule générale 

x^ + P**~' — +Ça?'"* +iî a?"^ + . . . • + /^= o. 

On peut la regarder comme le produit d'un cer- 
tain nombre de racines positives ^ négatives, égales^ 
réelles , imaginaires , , . 

{x +a){x + h) {X ^ cy {x^ d)^ (x-g) {x-f) 
X x*" -*- px''^''^ + . /. . r= o ; 

si on met à la place de x un nombre positif quel- 
conque, lesfacteurs x A- à , x -^ b, resteront po- 
sitifs : il en serç de même de chaque paire déracines 
égales , (x\-f- c)*, (jr— rf)*, quel que soit leur 
signe : à l'égard dès racines imagiriaires^ comme il 
est démontré (4i) qu'elles sont toujours deux à 
deux, et de la forme a^b y/-^* a-^b |/— -ï, 
leur produit deux à deux sera ( x— a )* + ^V, 

auantité positive, quelle valeur qu*on donne kx : 
onc si on regarde réquation proposée , comme le 
produit de trois facteurs ^ x,Bx,C, dont le pre- 
mier ^ soit le produit de toutes les racines néga-- 
tives , le second B, le produit de toutes les racines 
égales en nombre pair^ et des racines imaginaires ^ 
et le troisième C, soit le produit; des racines posi- 
tîjires inégales, la valeur des facteurs ^, 5, ne 
changera pas de signe , quelque nombre positif 
qu'on mette à la place de x: et elle demeurera tou- 
jours positive. Considérons donc le facteur C^ que 
ni)us supposerons égal au produit de tôute^ les ra- 
cines positives (x — f) ( ^ — 5" ) ( « —• A ) . . • . • 
' Les quantités/, gf^-^ .étant des quantités po- 
sitives , telles que l*on ait f<^g,g<^h,... Oans ce 
cas, 3i on met pour x un nombre/plus petit que f ^ 
tous les facteurs de C^eront négatifs j maisCrestera 
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jposît'if^ si le nombre des facteurs, dont il* est com- 
posé , est pair 5 et il sera négatif, si le nombfe des 
' facteurs est impair. Si on met ensuite pour x une 
valeur>/et < g, tous les facteurs de C seront en- 
core négatifs, excepté le premier X — f, qui sera 
positif : donc le facteur C changera de signe , et la 
valeur de ^. B, C en changera aussi. Il est aisé de 
voir que le changement de signe aura lieu , toutes 
les fois que le nombre des facteurs qui changent de 
signe sera impair : ainsi si tt,et fi sont les deux va- 
leurs de X qui rendent le facteur x— /de signe dif- 
férent, il faudra que Yqu ait (t'>f,etfi </, ou 
•réciproquement: donc la racîney* tombera nécesr 
^airement entre lés deux nombres a et jS . . ; mais si 
les deux valeurs a , fi étoient telles que les deux ra- 
cines/^ g se trouvassent entre les deux suppositions, 
Î>lus grandes que a \ et plus petites que fi , pour lors 
e nombre des facteurs qui changeroîent de signe , 
seroit pair , et la valeur Ae yi B C conserveroit le 
même signe : donc si réquation a des racines qui ne 
diffèrent pas entr'elles d une unité, ^ substituant 
successivement pour x des nombres qui croissent de 
ranité, les valeurs de^ ^tomberont entre les deux 
substitutions , sans pouvoir être remarquées. 

Pour ne laisseréchapper aucune racine , et pour 
n'être pas obligé d'étendre à Tinfiniles substitutions, 
on commencera par chercher la limite de la plus 
grande racine positive (37) : soit cette limite = L , 

on fera ensuite x = S on transformera ainsi Téqua- 

t^D en une autre, dont les plus grandes racines se* 
ront les plus petites de la transformée, et récipro- 
quement : soît / cette limite 5 - sera celle de la 
plus petite racine de la proposée : ainsi les racine» 
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• • • 

réejles, positives de U proposée ^ seront entr^ lef 
deux limites £ , et j. • 

6^* Maintenant si on forme U progression arith- 
métique o. (L z d.5 d.4:d. 5 d. 6 d... etc. , telle que 
la différence d soit moindre que la plus petite ditFé- 
tence entre deux racines consécutives, et qu'on ne 
prenne de cette progression ^ que les termes qui 

tomberont entre les limites jetLj oes censés sub- 

y . ... 

stitués dans l'équation à la place d^ ^, donneront 
des résultats positifs 40U négatifs j et le nombre des 
racines positives sera égal au nombre de. fois que \% 
facteur c changera de signe : cette méthode fera 
donc connoître les racines positives de J'équation, 
et donnera en même teqaps les premières limites de 
chaque racine, 

Pour avoir la valeui: de d^ A» fçrmera l'équation 
aux quarrés ç|es différences (?;2) , on déterminera 
ensuite la ly^ita de la plus petite racine de cette 
équation : soit k cette limite : et ^ient it et A les deux 
racines de la proposée , qui ont entr'^es^la plus pe- 
tite différence : on auaa 

^t par conséauent 

en faiswt é =»= V h^ ou es prenant pouf d 
le plus grand nombre rationnel contenu dans cette 
racine ; on attrapa différence qui doit régner €lans4^ 
progression arithmétique. 

Pour éclairpir xi^% prinoipe3 p(ir upe^^n^ple^ çpit 
l'équation 



il ^5t visible qae h plw \f^w4fi rfiiAw poMtîye d» 
cette éqiiatJQQ ^ 19^. pieot p^a d^^er j {58 ) » <at U 
phi5 pâtitfB nàepsmt fm ôtre ttiAtiidlr^4{ue^ es 45ji^. 
$i iÇki £p^iB^ r^K][¥«tiiMi AUX j|iiftPfM def lÛEéreaceft 

en observant que ^ = (et- — 0)*: les aîgMfi de cette 
équ#fiap ét^pt &\tçvwtiy em^ntp^mb « négatifs , 
il s*eof|i^^aeJ'4g^aiMQp<9QX q^^rriéf de^differé^ççn 
a.s^à trois v^(^^$pq^tiY^, etqu^^^arcoi^eéquwt, 
U prp^jSe )] j» P^^, ^^ l^apipas ^bwa^fif^ ; ce q/^'on 
saft d ailleurs , puisqu'elle est dans le cas irréduc- 
tible : hitolÊiBàmwVé^àlMw aax quarrés des diffé- 

rè»ee8 j^ =2 r^^ ioo aura la transféM-niéé 

• \W ' 62 il 

La plus grande rac/rïé de cette équation ne peut 

pas dépasser— + 1, 6a 2^ et par ponséque^t la 

lÎBme4eJaplu^ petk« valeur 4e(tt-.-^je )r «6^5: 
donp celle de a— ri8=o . 7.. , . on fera cfonc d=o/j ; 
et puisque o,5 est une dés limites des vialeurs de x, 
on .commencera la progression par o,5 : on fera 
donc ^rèmièreDtilpnt ar •= o,S:^ on aura un •résultat 
positit'^ .si an Tait .r =Oj|^ .+'Qa7 == 4^^^ ^î^ ^yra, 
un tésuitat négatif: 'donc la véritable yji.leujr de. a? 
est entre 0^5 , el^i , a : si on continue de supposer 
pour X plusieurs valeurs croissant -etk progression 
arithmétique, dont la différence est 0^7, ^^ trou- 
vera, parla supposition de ijr q= .1,9, un second ré- 
sultat positif : donc la seconde racine positive est 
entre 1,25 et 1,9 5 -o«)i aura donc ainsi les premières 
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valeurs approchées des racines de l'équation : si on 
en veut ae plus approchées^ on les obtiendra par la 
méthode de Newton,, en faisant ap==o,5 + z (63) : 
mais il sera plus commc^e de se servir des fractions 
continues, pance que cette méthode n'exigé pas 

au*on ait la valeur de x, à un dixième près : il suffit 
e connoître les valeurs le^ plus approchées en 
nombres entiers. 

66. Si on suppose que <t et et + cf sont deux 
tiombres qui, substitués à la place de x dans P équa- 
tion proposée, donnent des résultats de iignes con- 
traires , â étant moindre que la plus petite différence 

entre les racines de l'équation, en faisant â;=:<e -4 — , 

y 

on aura une transformée eny^ dans laquelle il suf- 
fira de chercher la valeur entière la plus approchée 
dey : supposons que cette valeur approchée soit jS, 
en sorte quefla véritable valeur dey soit entre fi et 

^ + 15 > /3 et < j8 + 1 : on fera jr = fi.+ -yi 

' y 

et Ton formera ainsi une seconde transformée en j^'^: 
on cherchera de nouveau la valeur entière appro- 
chée de y 5 et si on la, représente par >,oh Utsa, 

y == > H r- • • ^Q continuant ainsi * on aura l'é- 

quation^ = ct + i ^ = /S+-L,^' = ^'+ J.,.. 

ce qui donnera pour la valeur approchée de^, U 
fraction continue 



X ="a + ' 

. /3 + 1 



y -h \ 

y: 
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Dans Texemple déjà cité ,ji:^ — 4»4- 2=0, en 

faisant x = o,5 + , — ^ on aurapour déterminera^ 

l'équation 

y — 26^* + iaj. + 8=o} 
on trouvera ensuite que la valeur de ^ est entré nS 



1 



et a6 : on fera dope v = a5 + -7- et Ton aora 

y ; 

sî on néglige la valeur de ^/ = 6 , 54 ... à un cen- 
tième près. 

Soit proposée Féquatîon 

or^ -^ ir* — a :c 4- 1 = o 

qui a ses trois racines réelles : en faisant 4r=i 3. la 
valeur de Téquiation esÇ -— 1 : Jiorsque *,== a la .va- 
leur de réquation est 4- 1 ; donc x a une valeur 

comprise entre + r i et4-2 : si oSi fait «=i +— , on 

aura la transformée 

en faisant^ :== i la valpqr delà t!^sfooa.ée;;=— 4 ; 
5i/y =:a, la valeur df |a transformée^ î^ + 7, donc, 

substituant cette^ valeur dansPéquatiom précédente^ 
oà formera une ^0coQde transformée : ' 
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datit eetle-défriiière éqiiafion, ht vtlltttfr dejr' 'fera 

comprise ^tre 4 , et 5 j on fera dose 

y =4 + —i* 

et Ton aura la frôisîéme trabsfdrmée 

y*— 26/* — 9^ + i = o : 
celle-'d àûfà dilè valeitr réelle' entre 20 et ii. , on 
aura donc v' = ao H — 777: eê din?i de suite; donc 

.1 

*=! + — T~r" 



4+ » 



ap ir efcc, • 

Si l'on forme les fractions partielle* t > 7 > 7 » Tït • • • 
( algeh. 35 ), chacune de ces fractions, sera une va- 
leur' appfobhée dé* là rffcîrfë que NrichèrcKé r lif 
de/rtière dé e«*^frttelioflS i^édà«e étt déùiinales , 

dofitier * - '■'" ■ 

cette valeur est un peu plus forte que la véritable 
racine : en «'arrêtant à lafractfeôtt'ptéeédentèî otr 
auroit une valeur trop foible^ .- . ... 

67. lLfi méthode djes fract|idns jContinnes, a |'a- 
rartçage *efe«J*'ctii](ri6îtry'p,'afi^iipDfs dcnaéènJ 
furabfes du setfotwî'ïfegfé âé Péqférà't'foh pfdpt)séB , 
en vertu d'une propriété remarquable d»s équation» 
du second degré, suivant HtqèéWfeies fractions con- 
tinues qui expriment lêtxrs racines , sont toujours 
péi*)ëîqàe«(.*V^^ ï* ré«falwii»ifld»rëquai»oW«ta^' 
mériques par IJigrangev page' dft Esw* sué iw 
Théorie des NoiiJbres>p«r Leg^dre,.page 77 et 

suivantes. )' * * 
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Sapposofls une équation doût la racine cliercliée 

soie exprimée par a ^ : supposons en second lieu 

que la racine de la transformée soit aussi « + — : 

y 

on aura dono 

, 1 1 

y y 

donc i^. X = y: â*. y^ — « y—* i =: o , 

ou a?* — <£^-— i = o. 

La proposée devra donc être divisible para?* — «jt— i , 
et la transformée, par y — «^ — i- 1 ras? ô r dles au^ 
ront donc deux i^acines communes contenues dans 
le facteur double . 

0?* — «ta7-^i = o, 

lequel d[oît être, par conséquent, diviseur commun 
entre la transformée et la proposée. 

Soît la^ propd^ du second -degré 
f • — ► a a? — ^ l = O I . 

doat une paclne est entre ai et 5^;;tp fgra i . 

^ ' I ••• ■ • . 

y. . -, 
et^a transformée ^era 

y^fl^— i = o,^ 

oîi J*on voit qiie la transformée étafit la- même qiie 
la proposée, donnera pour^uhô valeur entre â et 5> 
avec une seconde transformée /* 

égale à la première et à la proposée \ la valeur de 4^ 
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3era donc visiblement une fraction conUnue périodi- 
que , et Vpn aura 



1 



+ 1 



3 4- etc. * ' . 

Soit Téquation 

5^ — 6* — 2=50 

dont une racine est entre a et S : on fera 

et Ton aurait transformée . . • 

2jr* — 6y — 5 = o: 
une des racines dey est entre 3 et 4 : on fera -? 
donc 

et l'on aura pour seconde tranéfonniSe . 

or cette transfonoée'elt la mêteé ^ue la proposée , 
donc y = a? , et par conséquent 

ce quî.anwmfôwe fraction pérî^diqq^,dpntlappr, 
rîode coiflmen^e: à,l^ 3çconde fraction. 
Soit l'équation : . 

;^4_3^3 + ^ft_^ 16a: — 5=0: 

^ jtrputera d'abord qu'elle a un^ racine réelle 
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entre 3 et 4 • faisons y = 3 -| ^onauralatrans.» 

formée 

cette transformée a une racine entre S' et 4, dono 
]a valeur approchée de cette, transformée , est la 
mènœ que celle de la proposée ; et par conséquent 
dans la fraction continue qui doit donner la valeur 
approchée de la racine de la proposée/ le nombre 5 
se présente dans le même ordre : mais cela ne suffit 
pas pour être assuré quQ la fraction continue est 
périodique : il faut encore examiner si le^ valeurs 
complètes des racines des deux équations , qui ont 
la même valeur approchée , sont parfaitement les 
mêmes , ce que Vovx connôîtra aisément en cher- 
chant le plus grand commun diviseur entre les deux 
équations. Le diviseur doit contenir nécessairement 
toutes les racines communes aux deux équations , 
supposé qu'elles en aient : or en cherchant le 
cammuh diviseur entre la proposée et la transfor-- 
mée ( dans laqutjUe on changera y en x,)y on 
trouvera qu'il est it* '^5x-^i'=^o: doncla trans- 
formée et la proposée ont deux racines communes , 
contenues dans le facteur double 

• ..' .x^-^3:iir— 1 5==o. ' 

Toutes'les fois qu'une des transformées a,Qradeux 
tacînes de communes avec la proposée , on pourra 
déterminer lés diviseurs cominensurables du second 
degré : réquàtion proposée' étant divisée* par le 
facteur double x"" — 5x — i ,' donne pour quotient 

: , a:* -f- ar +5 : 
donc elle pourra' se mettre sous la:forme suivftntd 

m. H 
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Cette méthode de trouver les facteurs doubles^ est 
plus simple , à certains égards , que^celle qu'on 
a vue ( 22 )• 

68. Après avoir trouvé par approximation toutes 
les racines positives de Téquation, il sera aisé de 
trouver les négatives j on changera pour cela dan» 
la propos*ée x en — :r^ et les racines positives se- 
ront changées en négatives , les négatives en posi«* 
tives (i4) ^ on cherchera donc les racine» appro-* 
chées de cette nouvelle transformée en suivant la 
méthode qui vient d'être expliquée , et les prenant 
avec le signe -— » on aura les racines négatives de 
la proposée. 

Soit l'équation 

x^ — 4^ + 2 = (65) ; 
en mettant — ^ à la place de +x elle devient 

x^ — 4a? — 3^=0; 

celle * ci a une racine positive entre j? r= â, et 
X = Si ; donc la proposée a une racine négative 
entre a? =*: -— a , et x =^ — 3. On cherchera en- 
suite la partie fractionnaire en faisant jp ?;= 2 +~ 

6^. Si la proposée a des racines égalés en nom- 
bre pair, on cherchera le commun diviseur entre 
la proposée et l'équatien JV=o (37). Les racines 
qui étoient égales dans la proposée en nombre pair, 
$e trouveront égales dans le commun diviseur en 
nombre impair (5o) ; et si ces racines égales sont 
incoiiimensurables ,.on cherchera les valeurs appro- 
chées des racines du commun diviseur , et Ton aura 
ainsi celles des racines égales de la proposée. 

70'. Quant aux racines imaginaires ^ on ^^^ 
qu'elles sont de la forme 
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subrtîtoant celte valeur de x dans l'équation à ré- 
soudre , et égalant séparément à zéro la partie 
réelle et la partie multipliée par l'expression ima- 
ginaire v/ — 1 , Ton aura, deux équations pour dé- 
terminer, soit rigoureusement , soit par approxi- 
mation y les deux inconnues a et 6. 
Soit Téquation 

en y substituant pouror^ a+b^ — i , égalant sé- 
parément k zéro la partie réelle et la partie imagi- 
-tiaire , on a les deux équations 

^^+4(*^+(Ç-66*)a* +(4-.| ;iA^)a+ 6^-^6fc»-h 5=o, 

on déduit de cette dernière 

fc* = 1-4- a a+a»=: (iH- a)" ; 

dette valeur substituée dans la première équation , 
donnera 

Cette équation a pour une de «es racine» o^ , et — a 
pour une seconde racine ; ces deux valeurs de a ^ 
substituées dans l'expression de h,, donnent Tune 
et l'autre 

&•= I , ouÔ2==fc: 1 : 
aînaî 

Les deux premières Valeurs de^, mult^lîées en- 
tr'elles , donnent 

lés deux (lemîères donper^t . , , - i 

H a 



Il6 LEÇONS éLÉMENTAIllES 

ces deux factears doubles multipliés entr'eox don*- 

neDt Téquation 

comme on Ta déjà trouvé (sS). 

7 1 . On peut aussi parvenir au même résultat pap 
les considérations suivantes : le facteur double ré- 
sultant du produit des deux racines imaginaires 

X = a+b\/'^ y x = a — by/"^^ , 
sera x* — 2ax+a^+b\ 

L'équation proposée devant être divisible par ce 
facteur double, si on exécute la division , ^t qu'a- 
près, l'avoir poussée aussi loin qu'il est possible 5 on 
ait un reste u4 x+B,i\ faudra que ce reste soit 
zéro , indépendamment de la valeur de x i donc 

on aura 

j^ = o...J5 = o: 

ces deux équations suffiront pour déterminer a et b. 
Soit toujours la même équation 

ir*+4ar'+6jp*4-4jc+5 = o5 

en la divisant par x*— a a x+a*+b*,on aura pour 
quotient 

«•+ (4+aa>Jr+6+8a-4-3a*— **• 
et pour reste 

— (a*+^*)(6+8a+3û»— A*)+6: . 
on aura donc les deux équations 
Ci + ay = b\ 

La valeur de b* tirée de la première , étant substi- 
tuée dans la seconde , donne 

.4aHi6a'+24a*+^6a=:o, - 
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d*où on déduira les mêmes vafeurs a et è qaa 
ci-dessus. 
Soit encore Tëquation 

en la dÎTisant par x^ — 2ax+a^+l^yOa m pour 
quotient 

x+ 7a — 1, 
et pour reste 

ce qui donne les deux équations suivantes r . 
3 + 3a* — na — &* = o, 
5 — 2o*+a*+(i — aa>&*=o; 

Substituant dans la seconde la • valeur de 6* prise 
dans la première^ elle se réduit à x — a^= o, c'est-* 
à-dire a = 1 1 cette valeur de a ^substituée dans la 
première ^ donne 6 =r 2 ; donc le facteur double de 
l'équation proposée est , 

*• -r- fl ^ + 5-, 

ce qui donne a: = 1 ±a \/^^ pour Tes deux ra- 
cines îmaginafres de Téquation proposée.^ 

Lorsque- Téquatibn dont on cherche les racines 
imaginaires est d'un degré plus élevé que lè troi-> 
sième ou le quatrième , les équations pour déter- 
miner a et 6 sont, pour fordmaire,'d*^un degré si 
élevé , qu'elles ne peuvent être d'une grande utîlfttf 
dans Ta pratique. On peut voir dans les ouvrages 
cités de Lagrange et de Legendre des méthodes 
très- ingénieuses pour avoir dans ces cas des valeurs 
approchées de a et 6 j; on y trouvera aussi plus de 
détail sur les méthodes d'approximation. 

72* On peut aussi avoir les racines approchées 
des équations littérales en les réduisant en séries } 

H 3 



Il8 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Lagrange a donné une très-belle méthode notifr 
avoir l'expression en série de chaque racine crâne 
équation proposée : cette méthode-est de la plus 
grande utilité pour les questions qui dépendent du 
retour des suites 5 on la trouvera dans les Mémoires 
de l'académie de Berlin ( 1 767) , dans la théorie des 
fonctions analytiques et dans la résolution des équa- 
tions numériques. 

Méthode d^ élimination. 

73* Les équations que nous avons considérées 
jusqu'ici ne renferment qu'une inconnue, et tout 
ce que nons.avons dit sur la diéorie générale des 
équations s'y applique çans restriction ; mais le plus 
souvent les applications de Tànalyse à la résolution 
des problêmes offrent les inconnues mêlées ensem- 
ble dans les mêmes équations : on ne peut déter- 
miner leurs valeurs particulières qu'après les avoir 
séparées , en éliminant des équations toutes les 
inconnues , à l'exception d'une seule. 

Cette élimination est toujours facile dans les équa- 
tions du premier degré, (^/^^ô. 79. ) L'équation 
finale est pareillement du premier degré ; mais il 
n'en est pas ainsi des éqqe^tiops deâ degrés supé- 
rieurs : l'équation finale s élève presque toujours à 
undegrébeaucoup plushairtque les équations cpm- 
posantes^comme on le verra dans les articles suivans: 
commengons par les équations du premier degré* 

Soient les deux éqùatiops . 

on multipliera Vûne des deu^ ; la seconde ^ par 
exemple , par M jet Rajoutant à la première , on 
aura • 

( a+'Mm ) x+(^b^Mn ) j^+c+ilf p =.0. 
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Pour firire évanôair^ de cette écpiation , on suppo- 
sera ^on coefficient égal k zéro , on aura 

& + jM 7Z = G : 

cette éqaatidn servira à déterminera^; on aura 
ensuite 



. f c^Mp \ 
~ \a+MmJ' 



ou en mettmt à la place de M sa valeur — -> 

bp — en 
an* — bm 

Pour avoir la valeur de j^ ^ on fera le coefficient de 

a 
X, a 4-Ji /?t=o, ce qaî donnera jtf = — — * «* 

^ar conséquent 

cm-'^an 
an — bm 

Soient les trois équations 

e x^fy-^gz^ A>=o (a) 

rjc+iry+ /^^-f/nc^ro. . . . •. . (3) 

Oti multipliera la seconde pM iW^la troisième par 
Nf, et les ajoutant à la première^ on aura. 

Pour avoir la valeurde ;r^on fera les coefficient 
dej^ et JK = ; ice qui donnera deux équ^fions poi^r 
*détermi»icc) Jfcf etj^... Si oivvent avoir la valeur 

H4 



_ yd+Mh-^NmK » 
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àey, on fera les coefBciens de x etz = o ;et pour 
ccDDoitre z > on les fera Jes coefj^ciens de x et^=o. 
On aura donc ainsi les équations suivantes : 

(d+Mh+Nm\ 
a+Me+Ni / ** 

/d+MhjrNmy 

, Les valeurs de M et N^ trouvées par les deux 
équations 

^tant substituées dans la valeur de Ar,elle de- 
viendra 

_ d(kg—fl) + h{bl — ck) + m i cf^bg) 
^ a{fl-kg)+e{ck — bl)'^i{bg—cf) 

si on détermine les valeurs de ilf et iV^ par les 
équations 

et qu'^n les substitne dans la valeur à&y, oneura 

_j m {ag — c e )-¥h\ ^ i — cl l)-^d(el—ig) 
^ ~ a {fl— kg}^ eic'Jb^ bl)-^ii Hg—cfi 
Enfii^ si on détermine M et N par les équations 

et qi^oQ sul>stituè'ces\ valeurs dans le reste de Té- 
quatipn ^ on aura 

;è '== H^^-^ ^ ^ ) + <^ ^f^rr çh ),Vm (b e-r-af) 
-^ ai^fJ-^^^kgy^ieÇcJ:^ bJ)^i.{kg*^cff 
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Sî les derniers termes de chaque équation d,h,m, 
étoient nuls , les numérateurs du second membre 
jdes équations précédentes seroient zéro : on se con- 
teDteroit dans ce Qâs de multiplier la première par 
fj et la seconde par b ; on retrancheroit la s^^nda 
ainsi multipliée de la première ^ et on en tireroit 

X _ hg—cf 

z af — be 
multipliant la première par i&^ et la seconde par b, 
et les retranchant Tune de l'autre , on auroit 

X b l-^-ck ^ 

z ak — ib' 

pour que ces deux rapports de - soient égaux ^ il 

z 

f^t que 

(»§ — c/)(at-6i) = (i/-cA)(a/-ée), 

OU quç. 

a(,fl—kg) + e{ci'^bl) + i{bg^cf):=^Oi 

c'est-à-dire que lorsque les trois équations pre- 
mières manquent de dernier terme, les expressions 
générales de x,y^z,sont indéterminées^ et se 

présentent sous la forme -; cette expression vague 

et indéterminée, n'est point absurde, et nous don-- 
nerons dans la suite le. moyen de la déterminer. 

, Si l'on- avoit quatre , ou un plus grand nombre 
d'équations. du premier, degré, on détermineront 
toujours les inconnues par la méthode qu'on vient 
de voir, et Ton parvîendroit à des formules d'au- 
tant plus compliquées, que le nombre d'inconnues 
seroit plus considérable. 

74. Proposons -nous maintenant de trouver V4* 
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quation finale résnltanta de deux équations da 
second degré. 

Soient les deux équations 

x*+axy+by* + cx+dy+f=o^ 

en les ordonnant f5ar rapport à x > on peut- ies 
écrire sous la forme suivante : 

x'+(ay + c)x+{by'+dy+f) = o, 
^^•¥{my'^p)x+{ny*+qy+r) = Oi 

et faisant pour abréger 

ay+c=P. . . by^+dy+f= Q 
my-^p^F.. . ny^+çy-^r=Q' : 

les deux équations prendront la forme suivante : 

On se rappellera que P, P', QjQ\ sont fonction 

deji'. 

Le moyen le plus simple pour faire évanouir x 
de ceà deux équations , consiste à retrancher d*a- 
bord la seconde de la première j on aura ainsi 

(p_P')x-hQ— Q'==o: 

multipliant la première par Q', et la seconde par 
Q ^ et les retranchant de nouveau ^ on a 

(Q_Q')a;+PQ'— P'(? = o. 

On peut actuellement éliminera au moyen de ces 
deux dernières équations , et Ton aura l'équation 

finale 

(Q'-Q)-+(P'-P)(P'Q~P<20 = Q. : 
Cette équation. e«t visibleiaent du quatrième 4cgré 



DE MATHÉMATIQUES. uS 

'cny^ parce que Q' et Q contrant ^* , leur quarré 
contiendra y*. 

7î,On peut aussi parvenir au même but en 
multipliant chaque équation par un polynôme con- 
tenant les deux indéterminées xety ; on ajoute 
ensuite les deux produits , et égalant à zéro le 
coefficient de chaque terme , on a^utant d'équa- 
tions que Ton a introduit de coefBciens indéter- 
minés. 

MultipHons donc la preo^ière des deux équations 
ci-dessus par^^+ jB^ et la seconde par ^ x+B': 
on aur^^ après avoir ordonné les termes 

^.x'+u4 P.x^+u^ Q.x^BQ+BQ[=Q 

•h B -hJB P 
+ B' +B'P', 

on aura ensuite les équations 

^+^' = 0... 
BQ+B'Q^o... 
^P+^'F'+B+B'== o. . : 
u^Q+^'Q'+BP+B'P'=o. . . 

on tîre de la première ^= — i-^d^^ . . et de la se- 
conde SQ = —J^.Q. 

Cesdeux valeurs substituées dans les deux autres, 
on parviendra à l'équation finale déjà trouvée 

(Q- <30'+(P'--P) (P'Ç-JPÇ) = o: 

si Ton avoit les deux équations du troisième degré 

x^JtPx^+Qx+R=o... A:3+PV-hQ'Ar+iî=04 

Multipliant la première pëfr le trinorae^^* + Bjt -f c, 
la secondé par ^^''-^Sx-^c, et les ajouliànt ea.: 
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suite I on aora tine équation dn cinquième degr^; 
égalant à zéro les coefficiens de chaque terme, cm 
formera autant d'équations qu'on a d'indétermi*» 
nées. Si une des deux équations étoit du troisième 
degré, et l'autre du second, on moltiplieroit la pre- 
mière par un facteur du premier degré , et -la se* 
conde par un facteur du second degré : ainsi 

seroit multipliée par^ x+B . et a:*+P'xQ' . 

On peut encore se contenter de multiplier une 
des deux équations par un polynôme contenant un 
nombre suffisant de coefficiens arbitraires , pour 
faire disparoître les termes affectés de y, en éga- 
lant à zéro le coefficient de chaque terme ; mais 
comme par cette multiplication l'équation résul- 
tante montera à un plus haut degré , au moyen de 
la seconde équation; on éliminera du produit toutes 
les puissances de x égales, ou supérieures à celles 
de la première équation. 

Soient les deux équations 

x' + Pa?* + Qa? + ^ = o (i> 

X' + 1^^ Q'=o. ......... (2) 

Je multiplie la première par le trinôme 

u4x^+ Bx-irC: 

f ai l'équation 

^x'+^Px^+^Qx'+^Ri'+BRx+Cà^o 
+ B +BP +BQ CQ 
+ C CP 

}e la représente par 

Fx^ + Gx^ + Hx^ 4- JCa:* + Lx^M=à (o> 
multipliant Téquation ( 2 ) par Fx^ ^e% la retran- 
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chant de l'équation ( 5 ), on a unu équation du qua*^ 
trième degré représentée par 

G'x* + ffx' -^^ K'x* J^ L'x ^ M = o . . . (4) 

multipliant de nouveau Péquation ( a ) par G'x*, et 
la retrancliant de Téquation (4 ) , on a une équation 
du troisième degré, qu'on pouri^ abaisser au se* 
condy en suivant le même procédé : soit cette 
équation 

K"x^+Vx + M' = o 

dans laquelle K% L% M^ sont fonction de uij B,C: 
faisant * 

et éliminant ^ jBj C, on aura unie équation finale 
qui ne contiendra que P jQ,R. ,. P', Q', et qui 
sera l'équation demandée. 

7^* On peut encore éliminer une des inconnues ^ 
par la méthode suivante qui dérive de la théorie des 
fonctions symétriques ou invariables. 

Soient tes deux équations du second degré 

(i) x'-hPx^Q=o...x^ + P'x+Q=o...(<i) 

Si on prend la valeur de x^ dans une de ces équa* 
tiens ^ et qu'on la substitue dans l'autre, on aura 
une équation qui ne contiendra plus que y : mais 
comn^e chacune de ces équations a deux racines , 
en les substituant chacune séparément ^ on aura 
deux équations particulières délivrées de x : aucune 
de ces équations particulières ne sera l'équation 
générale. qu'on cherche; mais cette dernière doit 
les comprendre toutes, et avoir lieu en même temps 
que chacune d'elles, condition qu'on remplira en 
les mvdtipliaht eptç'elles, et égalant leur produit 
à zéro. 
Soient donc les deux racines de réquation(â) «,iS : 
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les deux valeurs substituées à la place de x dans 
Téguation ( i ) donnent 

Leur produit.sera 
mais 

= P* = 2 Q . . . * + j8 = ~ P' 

L'équation deviendra donc 
Q'*— 3QQ'+Q»+P*Q'— 2PP'Q+P'*Q=o, 

ou plus simplement 

Quand on aura obtenu une valeur dey, parla 
résolution de cette dernière équation , il faudra )a 
substituer dans les équations (i) et (2) , et îl en ré- 
sultera deux équations diffé'rentes^ qui ne contenant 
plus que Xj devront avoir au moins une racine com- 
mune : on cherchera donc le plus grand commun 
diviseur entre les deux équations ,' et en l'égalant à 
i^éro , on aura toutes les valeurs de x^ qui corres- 
pondent à une même valeur de y. 

Ce que nous venons de dire, suffit pour doniier 
une idée des différentes méthodes d'élimination : 
nous allons les traiter chacune séparément, en don- 
nant plus de développement aux principes que nous 
avons posés, 

77- Soient deux équations générales , contenant 
deux inconnues , la première du degré m , la seconde 
du degré n, m étant > 72 

a?"+PAr"-*+Q^"~*+iî^''7^+.:.-4-/^=o...(j) 
ar» +P'a:*-' + QV-•^^ ... + ^' =rc... (2) 

Il est cIjÈiir , qu'a^u moyen de la seconde équ9tipn> 
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on pourra éliminer de la première , les puissances 
de X égales , ou supérieures k x"^ , comme on l'a pra- 
tiqué (76 ) : il suflSt d'y substituer pour x* ^ la valeur 
tirée ém la seconde y ou de mtittiplier la seconde 
par jt"*"* 5 et de la retrancher -de la première : on 
continuera ces substitutions jusqiSi'à ce ^u'on ait une 
équation qui ne renferme que des-puîssances de x 
inférieures à x" : on formera ainsi une équation dans 
laquelle la plus haute puissance de x sera ^ir"*"* : on 
éliminera de nouveau les puissances ^c""*, et Ton 
aura une équation dans laquelle la plus haute puis- 
sance sera a?""** : en continuant ainsi , on parviendra 
à une équation indépendante de x-, et qui sera l'é- 
quation finale eny. Avant de parvenir à cette équa- 
tion finale, on en obtiendra une du premier degré 
en X y qui donnera la valeur de x en y^ en sorte 
qu'ayant ensuite les différentes valeurs de y par la 
ré^lation de l'équation finale, on aura les valeurip 
correspondantes dex , sans être obligé de résoudre 
une nouvelle équation. 

Cette méthode jest générale, maïs elle a Pinçon- 
vénieintde conduire a une équation finale d'un degré 
plus élevé que le produit des exposans des plus 
hautes puissances des inconnues , lorsqu'il y en a 
plus de deux : soit en effet une'équation en x,y, z, 
du degré m, une seconde équation du degré n, è't 
une tFoisi^içe du degré p. La première , com- 
})inée avec la seconde pour éliminer x ^ donnera 
une équation dii degré (m /^ ) : la première combi- 
née avec la troisième pour éliminer x , donnera une 
équation du degré {rhp): ôes-déux dernières équa- 
tions combinée^ ^ntr'elles, pour éliminer jK> donne* 
rônt une équation en z du de^B(jw'/if>); si onicoinlw 
binoit d'abord la seconde avec la première,, pt en- 
suite la troisième avec la se6onde, pour éliminer ;r, 
Jéa deux demi£srss» conabinaes. ôBtr? elles poui? éli- 
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mîner^, donneront une équation du degré (mn^p); 
enfin si aprèsavoir combinéla première avec la troi- 
sième , on combine la .seconde avec la troisième 
pour éliminer x^ et ensuite ces, deux dernières pour 
éliminer y, il en résultera une équation du degré 
Çmnp'') : Téquation finale ne devroit être que du 
degré (mnp) : donc elle monte ^ par la méthode 
dont nous parlons, à un degré plus élevé que le pro- 
duit des exposans des trois équations. 
Soit la réduite du troisième degré 

y + ^y_^ = o (47) 

dont on veut éliminer y au moyen^de Téquation 

P 

y — xy—Y=^y 

fais.ons,pour abréger— -^ = jSl . . . on iire de Ia*se- 

conde, en l'élevant au cube 

y' = xy + 5KxY + 5K^xy+ K': 
cette équation, retranchée de la première, donne 
pour reste 

(^^ + ç)y\+ 5X:xY+5]k^xyz=:o: . . 
ou a en divisant par j^ . . • . 

(x^ + ç)y^ + Skx^y-i-Sib^x =:zo: 

Les deux derniers termes dé cette. équation peuvent 
se mettre sous la forme suivante , \ 

3>fc ^ ( ^jK rh *) = 3 *>:•+•>• ; 
toute Téquation pourra donc être divisée par j^*, . . 
et Ton aura pour quotient 

x^ +Ç-+' ^kx = o , , ou *^ + px + q=^o. 

78. On peut parvenir d'une manière plus simple, 

à 
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à une équation finale débarrassée dex, en fai- 
sant usage des théorèmes sur les fonctions symé- 
trique^.' .. . ~ • \; 

Représentons les deux équations ( i ) ^t (2) 
par ikî== o,, .. N^ o> .-. SuppdsoDS^, pour plus de 
généralité^ que les équations sont à trois inconiimes^ 
et de la forme / 

$î on.é]Iin])[ie x dea deux: équations /on* aura une 
équation en z du degré /Ti^.^u'oa* pourra représen- 
ter par 

«r^Ayc étant fonction de^j?: pour que cette équation 
et les deux ilf=o. . • JV^=i:ô 'puissent subsister en- 
«eod^le , il faudra tmi1ê^'Z'''^^o ;;donc ie dernier 
rârine ^de l'équation set^'i^érb et par conséquent 
r=o sera l'équation débStrassée de x. ' 

Si dans réqùatîoû 'M'^ z = o , on substitue suc- 
cessivement pourxlès^diflféréntes racines de Téqua* 
tion iZV='o, que nous ttésîgriéifons par ce, )?, y^ A . etc. 
et qui sont au^nombre de /i, on formera autant 
d*équations if)art;iculières '' ' ^ 

Jlf'-»-jçŒJo. .^ Jl"*^;g=o. . .ilf "— i=^o. . . etc. 

que TéqMtîon jy"=.o a dé racines, c*^st-à-dire , 
un nombre n:. donc Téquatton résultante du produit 
de ces équations partîcijtliprçs ^ seip.a ;. . . 

» Mais, parla formation des équations > celle- ci 
aura pour dernier terme M'M"M''' • • • etc.: donc 
r =3 JM' ifcP' iM'" ; et par conséquent r=o, ou 
Péquation finale débarrassée de x y sera le produit 



l5o . LEÇONS ifÉJttENTAlRES . 
des équations particulières 

itf"=. : ............ ... . . .=o 

Le produit de toutes ces équations est tel que les 
coefficiens de Téquation ^'= o^ y forment par- 
tout des produits d'auteint de dmensio^ttà qu'il y a 
d'équations partiçulièrçs^ : . i: : . 

M'^o. . M' -o. . M"' = o î 
c*est-à^diré , que (e prodait est d-autaht de dimerr- 
sioiis qu^il y a de rtaGÎQ9&,;«|^^^,i9r , ^..^ dans L'éqim"*- 
tion Np=^Q ^Uen ^ier^ defn^tpe des coefficiens de^ 
l!éqi^tipn.s/Y =:;o, ^ûi-foripfirilnl dans l'éqttaito& 
finab y des produit^ d'^ttt^^tde dineiiliôns'que l'é- 
quation 71/ ~ o a de ^acm^; ,.', . 

Tous }es produits seront des fcpnctioM îpvariables 
des racines çles équations | et pourrottt s'exprimer, 
rationnellement par les ceefficiens des 4qufL* 

tionsî:i).èt;{a,)v ; \ '. • 

Il suit encore de la formation de ^équation résul- 
tante , que si les deux équations^Jlf ==b . . iV = o 
ne renfermeot quid^ux jnconimes x^^/l'équatioa 
finale doit ^tre d'une dimension égale à la ;plas 
lla^te pûrssatîcelcfe ^tfans Ife brodurt ^M' M" M". . . 
Or chaqàë fecteuT ilff , 'Êt'.,^" contient des ter- 
mes multipliés jAr;^"*, et n'en bontient pas de plus 
élevésj de plus tlTjr* un nombre n de facteurs 
M, 'W,m'\.. donc Téquation finale ne pourra 
èlre^-qtiôdti'^legvé'/^^î.* ' .» 

• Sbieûtles deux 'équations eî- dessus r 

y^^xy — /t=o ' 
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Sapposons que les deux racines de la seconde 
soient et ^ li y on formera les deux équations 

en les multipliant entr'eHes, on formera Téquation 
£bale , 

, M M' ;^0 , .« ^' 0'+ qW /»• + •* i8') 
cr on à 

^ Faisant c^^ulbdtftulions, et divisant par k^ y on aura y 
après avoir changé tous les signes , * * 

mais 

et 5y/î = 3y(a?V-j-^A,^)..._ .. 

donc l^éqji^.9aiîiaalesi?r« • M^ . 

^ ^* +^6*#* + ayjc' 4^**:^ + 6*^4? + j^' = o. • 
ou («^ **-p.:rHf- y^*.— O * 

d'où on idédJuit;c^+^ x 4- y =ï=^q> qoînwe .cp Ta 
déjà tiouvé ( 77. ) i 

On volt , par cet exenaple, que le produit 
M' M* M". . * peut toujours se former saos çon- 
noître les racines de Téquation (;a) , il suffît 4 obser- 
ver "que les quantités M\ M\M!'-. - . etc. sont 
des fonctions semblables ^tes racines *, ^, J\ - . et 
que par conséquent leur produit M', M\M'\ . . 
est une fonction invariable des mêmes racines* 

• I a 
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79; Il nous teste à parler de là méthode d*élî* 
minauan que BézoQt a'expbsée dàiïâ'lêâ' Mémoires 
de racadémie desScjimces^ i764ydài\sses Elémens 
d'Algèbre j et enfin dans, sa Théorie; générale des 
Equation^ elgébtiqtles : elle consiste- à inultipUer 
les équations proposées par un polynôme qui soit 
fonction de tout'^i 1^ tncomues ^ù^-eliés renfer^ 
ment^à faire uue ^o^ne de toaâ jçes produits , et 
a supposer dans cette somme que tous les termes 
affectés des inconnues qu'on veut éliminer sont 
zéro (75) : on peut aussi lorsqa^ôn s'a qii^une în- 
conniis.à faijrô. évaniQLuiç^se conteoter de jnultî- 
pliet la pretnière des deux équations par un poly- 
nôme en or et j^ d'un degré* i^' on élimine ensuite 
du produit , au moyen de la «ecohdë~ équation , 
toutes , les puissapcetr <le x .ég^eâ.où .«upériouri^s à 

^"(77); ' ^..,..: \.., ..;:.^.:i.,v:;...^. 

Le polynôme^ étant du de^ré i^ le nombre de 
ses termes sera donné par la ^hiùle Icles noQibrçs 

tridjigiiWrôs * V'^ ^ '^T^ (laSh i étant > n. 

8o« Nous allons démontrer ici une proposition 
énoncée dans le JoumaFde rEcole'Normàle(tom.3» 
pa^e 12^ )^ savoir j|u^ le^4^^é de J!é^tion finale* 
doit être égal au pçoduit des exposans qui désignent 
le degré des deux équations: 

Puîstjuerest >/î,on pourra supposer /=/4"^> 
si à Paide de la seconde équation on fait évanouir 
dans le polynôme multiplicateur les, ternaés x" et 
les puissances Supérieures'^ le nombre Mes termes 
évanottissans sera ' [' \ ' 

er + i)'(r+5^) : / 

\ 7 : .\ . 

et le nombre de ceux qui restent sera doue 
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et parce quW peut toujours supposer , sans nuire 
à la généralité du calcul ^ que le premier terme de 
l'équation n'a .d'autre coefficient que Tunité ^ le 
nombre des coefficiens arbitraires ser^ ^ 

, Lorsque l'équation du degré m aura été inufti- 
pliée par ce polynôme, le produit aura un nombre' 
de termes représenté par, 

(i'+>n+n+i) (ï'^m4^n+a) '' 

1 ' I i . i î ■■■ ■ ■ ■ f ' j 

le noinl)re des termes qu'on peôt. faire évanobîrau 
moyen de Téquatiofi du d^egré n sera' 

donc le nombre ides termes restans dans l^qaatîpo^ 

m+ ^ ). 

L'équation produite sera évidemment du degré 
m+n-^i^'^ et le nombre des termes qui ne contien- 
nent que la seule inconnuie à copserver sera 

J7I + 72 + f ' -+• 1 : 
si l'ota tétrwclie ce nombre du riotobre total des 

termes orestans n[ m+ .\.. ' ! ■ > t- j, on aura le jiboh 

- .. • . •. ' • .. -^ .• -••.-:}./.■.' 
>i)rede8 termes quidoivept sei^Vii^ à.j[&ir^;éyanQuir 
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l'autre inconnue 5 ce nombre doit dbiic être égal 
au nombre des coefEciens arbitraires : on aum 
donc J'équation 

n( ^ — (/7i+f +n+l) 

-<• — r^)-^- 

d'où on déduit 

c'est-à-dîre que le degré de réqdatîon finale doit 
être égal au produit des HiniensiDûs des deux équa- 
tions premières (1) et (7). 




et 
d' ^ 

degré de Féqut — — 

tîon de toutes les inconnues , à l'exception d'une 
«eule, est égal au produit des exposans marquant 
le degré des équations j ce théprème se trouve dans 
l'ouvrage de Bérout , sur la résolution des équa- 
tions. La démonstration qu'il en donne est déduite 
du calcul des difFérenôes finies. Nous pourrions la 
déduire du principe des combinaisons et de la for- 
mation des équations 3 âiais oe détail nous mène- 
roit tro{) loin. 

Du développement en série des fonctions 
algébriques. 

81. Si Ton a une expression quelconque ratîôïi- 
nelle et entière, corappsée de quantités constantes 
a,bg4:».. et des diflFérentes puissan«^^de la va- 
riable ^, et qu*on suppose ensuite que x reçoive 
un accroissement indéterminé représenté pari?# 
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rexpresslon; première, changera de valeur et se 
déveJoppefa en une sui(a finie de termea croîssans 
toujours selon les puissancea de; it. 

8 3. Si l'expression est fractionnaire jOU irration- 
nelle, on a va ( ^Igèb..^.) qu'elle se développe 
en une suite infinie de term.e^ croissans pareille- 
jnent selon les puissances^dç k. . 

Quelle que soit la forme de la fonction donnée , 
que nous appellerons j^ncf/o/zpr^m/^zV^ J'en peut 
la représenter par ^.x^et lorsque x deviendra 
x+kj la fonction sera représentée par p (x+Jk). 

Il sîi'ii dé^ce que nous venons de dire, que le 
développement dp (p0lt» fonction pourra être re- 
présenté p^ l^ fprimiLe (satvante : , 

9(x+é)~^+BIf'\'^ÛK^+Dk'+Fi^^ etc. 

dans laquelle ^ ^ByÇj R. . • .^^ *^^^ ^^^ quau- 
. tîtés dépendantes de i«f > et des constantes renfer- 
mées daps la fonçtip.ç^ mais indépendaqt^s^e ^< 

84. Si la fonction primitive est entière et ra- 
tionnelle y eite ne^ Contiendra que des puissances 
entières dé x ^ et ne pourra être q^^ dé jl|a forme 
suivante : ; , 

m, n, p étant des^ i^pmbgi^, entiers vpojMtif9 ; et par 
conséquent p (x-^-i) sera xaprésénté par 

'85. JùsquTci nous ne,Ç|Q.9noisson3 la lai du d^ 
yeloppement de cies i)iaQmes que par analogie 
( ^Igèb. 67) } et coiBo^el^ binôme, sert lui-même 
au développement des autres fonctions , et qu'on 
le retrouve dans toutes^ les parties des roathémïi- 
tiqués*, il importe d'en avoir une démonstration 
rigoureuse, >qui soit exempte de toute supposition 
.^jt .indépendante de tout principe étranger, 
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86. Il est facile dé s'àssùrer par k natare de 
Texahation que le déTéloppemenf dès premièiés 
puissances de i+arèsicômme il suit:" 

(i+xy-i+x ;\ '^i ':/\ 

{i+x}^;=zl^^x 4-6x' + 4 x^+x*0 

La loi dé Tanalogie permet de supposer générale^ 

'tuent qùe/^^ . ' .. , . , .;» 

(i +xY 3^1 +^a;+lSx^+fix^+Dx^+. . • 
Cette supposition deVîeddra une vérité mathé- 
matique^ si l'on observe i\que le dévefoppement 
du binon) (^ (i ri- a?)" ne peut p» contenir tîe. puis- 
sance négative de Jt; carjà Corme générale delà 
*érie doit être telle qtf elle 'convrenùe au dévelop- 
pement du bînotiie , q\i.êllé que soit la valeur de a: r 
or il est évident que si eHe contenoît up terme de 

la forme.. -x,,, en, ùàumt xaizQ^ee terme devien- 

droit infini , tandis que le premîei: membre de l'é- 
quation se réduiroit ai} on.auroit donc i = x, ce 
qui seroît "absurde : î2*'.* le' développement ne peut 
pas contenir de* pùiséantie^ràfcrîônnaîrè de jetant 
que x sera iitie'qùantîté'^ratSbnnelle; car on sait pair 
les règles de l'analyse qi|p tout~radical .a^aotaot de 
valeurs différentes qû'ir y a d'unités dans son expo- 
sant , et que toute fonctior^ irrationnelle à par con- 
séquent autant de valeurs différentes qu'on peut 
faire dé' combinaisons avec les différentes valeurs 
dei radicaux qu'elle renferme : donc si le dévelop- 
' peinent de (n-x)" contenoît |un terme de la forme 

JS^ai* , il y auroit un. nombre ^ de valeurs diffé- 
rentes pour chaque valeur particulière de.^;^, tao^ 
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^îs que le premier membre du développement n'en 
aurort qu'une, cequi-serolt absurde : donc la forme 
générale qu'on a supposée au développement de 
(i+xY est la seule qui puisse lui convenir : cela 
posé SI 

on aura . , - 

{i+xy'^'=i+.^'x+B'x* + Cx'+px^ 
mais on a aussi 

( 1 + Ar)-^'=(l + ^)« X ( 1 + a:) 
= 1 4- udf.x+ B.x* + C.x^ + D.x^ + F.x^ 

\ +1 ; +^- "^S. +C. +D. +^. 

Çoimpartmt les deux valeurs, de (i + :r)*"^', ter- 
me à terme , on a ^' = -^ + 1 : ce résultat noua 
apprend que lorsque l'exposant de ( 1 + :c )• aug- 
mente d'une unité ^ le coefficient du second terme 
augmente aussi d'une unité : il suffit donc de con- 
noître là valeur dé ce coefficient pour une valeur, 
particulière de nj^poQV ta connoitre en;suite géné- 
ralement : or on sait que la valeur de ce coeinTicient 
est j pour la première puissance, c'est-à-dire^ lors- 
que 7J= 1 , donc elle sera a lorsque n=^j elle sera 3 
lorsque ;z==3, elle sera 4 lorsque 72 = 4; en un 
mot le coefficient du second terme du. (développe- 
ment du binôme (1 +Ar)% sera égal à l'exposant 
même de la puissance. 

Soit à présent ( ^ + ^ )", qu'on peut mettre soua 
cette forme 



'( ■ -^)- 



= *•( i+^-+5-.+C-T+2?— +...) 

V jp ' jt» *» X* / 

= *" + ^«— ^> B a"-» ife* + Cx"-' /E» + Z> AT-^ife*. + , etc. 
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Cette équation doit se vérifier indépendamment 
de toute valeur particulière de Jt: et de ^^lorsque les 
coefficiens ué ,B , C, D auront été déterminés 
d'une manière convenable. 

Supposons que la variable x devienne x+l, on 
aura 

Ci»r+/+ife)»=;p(x+/)»+^it(jr-|-/)»-*4-5Jf(i:+/)«-* 

+ Cit^(x+/)*-^+Z?Jt*(*+/)-*4-.-..(i) 

mais au lieu de supposer que x augmente de l, on 
peut supposer que c'est la quantùéit qui devient 
it+/ : on aura pour lors 

or les dfeux premier3 membres de ces d*éveloppe- 
mens sont identiques ; donc les seconds memores 
doivent aussi être identiques ^ indépendamment des 
valeurs de Xy h, t. En développant les puissan* 
ces de x-f-/ et Jfr4-/, on n'écrira 9 pour pîus de sim- 
plicité , que Tes deux premiers termes de chaque 
puissance i parce oiie la comparaison de ces termes 
suffit pour déterminer l'es coefficiens ué^B, C, Z?... 
et que ces coefiicieas étant déterminés, les autres 
termes du développement se détruisent mutuelle- 
ment , comme on peut s'en convaincre directe- 
ment. 

Le développement de la série ( 1 ) donnera , en 
s'en tenant aux premiers termes , ( ^ + / + A )* 

'u£\ "A. , '"u4 , . . . etc. sont les coefBdéns. des 
secotyls termes du ^éveloppemei^dë 

( ^ + ^r% (^ + 0'"^% (^^ +'0"*"^- • • eta 
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Le développement de la série (2) donaera 

+w^/. -{-aBItl. +ZCk'l. +WiH. +^, 

Comparatit Les rennes des deux développemeo* 
affectés de« mèm9t facteurs l, kl, k*l,J^ L.. etc. 
on aara 



A.A — 1-<«^— ? 



5 C =ï'^5i=: -.dP-fl. S=" 

2 

donc lorsqu'on èonnoîtra ^^^ on connoitra facile- 
ment les autres coefficiens : ôr on vient de voir 
que ^ = 73^ et par conséquent: 

- — n\n — 1 

donc B =s 



= 



3 
w.n— 1 .n — a 
2. 8 
h . 71— i.n— a . ;i— 5 



a7î74. 

et ainsi dés autrei^ coef&ciens. 

Il suit^ deialoi observée dans le développement , 
que chaque ^erme dépend de ^efur qui le précède , 
et que lorsqu'on coqnpîtie second, on peut trouver 
tous les autres. 

87, Cette. démonstration suppose que l'expo- 
sant n est un nombre entier positif: bous allons dé« 
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montrer que la loi du développenijent est la même; 
lorsque Texposant est fractionnaire. 

Puisqu'on connoît la loi du développement du 
binôme ( i + jr)*. lorsque 7» est. un nombre entier, 
et qu'on sait que tous les termes sont des fonctions 
déterminées et cofanues de h^ on pourra regarder 
la somme! de tous les termes dû développement , 
comme une fonction connue de /i, et la représenter 
par ^ ^n. Par la même raison, le même binôme 
élevé à la puissance jp ^ pourra être représenté 
par 9. p. Le signet est employé ici pour désigner 
une fonction dont la forme èst_connue:>ainsi toutes 
les fois que la forme sera la même , on la représea-* 
tera par le même signe : on aura donc 



multipliant tons les binômes entr'eux^ il en résulte 

si l'on suppose 7ï==p=r=5==r. et qu'on y ait un 
nombre m de pareils binômes, on aura 

Soit m 71 = ^; on aura donc, 
extrayaùt la racine £, on auta . ,.! 
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or m jl: est toujours un entier qu'on peut représen-i 
ter par u^ parce jcjjae m est Un etitier aussi bien 
que ^ y on Qura doitc 

puisqu'on a 



(,,y)»=>,ï. 



si on suppose que miouu .est > '^ ^ ce qui est 

toujours permis a caiuse de rindéterminée i,^ sern 
nécessairement An nombre fraçtiomiaire; niais p.j 
désigne (i + ^)% ^(s}"*. 4^s!s°® ,(i+^) ** ®*^(-} 

désigné une foi^ction de ^ semblable à celle qui a 

été désîgné^er par fin ; donc lé développement de 

(i4<jr)* sera 'ibilolument semblable à celui d^ 
j(iîfar)?;c*ést-à* dire que * 

. (l+Arl'^ii: 1+^^+-.- — 1 «•+'... etc. 

. \.i . ;• M ,. /ï^ ' uu , ... 

Ainsi la formule du binôme est Bpp^cable.aa cas 
ou l'exposant est^fractionnaire. * 
^ 88. Si l'exposant est négatif^ on a. r 

mais d'uo autre oâté 

; — ; — r;=: ^f.pX^vH • 
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oo a donc 

Cette forme est indépendante de la valeur dep et r/ 
elle aora donc lieo lors même que p = o : mais dans 
cette hypothèse on a ^ .p = i ^ donc 

f(—r) = (»•#• )-*= — , 

c'est-à-dire que — donnera pour développe- 
ment une fonction, de ~ r semblajble à celle def ./b: 
on aura donc 

a' • 
Ainsi la loi tlu d^éloppement^u binôme , lorsque 
l'exposant est peçe^tif , est la même que pour un ex- 
posant positifentiertm* fcactîonnaîrèj oiî verra (i 20) 
qu'elle a également lieu lorsque Ue^^pusant est in- 
commensurâble on imaginaire. 

La dém.cnstratipn }||uf on vient rde nir du dévje^ 
loppement en série du bino«»et(ifihi^)"9 ou plutôt 
d'un binôme quelconque (x+i)*j est un cas par- 
ticulier d^.la théorie gm^rale 4e6 dév^loppe^ens: 
nourallons donc l'appliquer A une fonction quel- 
conque. 

' 89. Soit une fonction quelconque de jr , déter- 
minée ou indétermmée/reptésentéepar jP.x.* si 
on suppose que *x vèçoîve>tm accroissement it^ la 
fonction deviendra F(x+k), et Pon prouvera 9 
^çomme dansl'exeobple pré^édest , q^ile^lévelop- 
pemebt en série ne peut contenir que les puissances 
entièies et positives de i : on aura donc 

Les coefficleâs X\,X^,JC^, ^•^^ Aont des 
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fonctions de x indépendantes de Jbj qui dérivent de 
la fonction proposée , en suivant une loi que nous 
ne tarderons pas a coni^oitre. 

On voit d'abord que» A: =o on a JC= jP.*-, 
donc le premier terme, du développement , qui est 
indépendant de A: ^ est égal à la fonction proposée 
que nousavôns déjà nommée fonction primitive(83). 
Supposons que i augmente de la quantité l, on 
aura. 

+X,(k+ir+X,Qk+iy:^ (i) 

Supposons en second lieu que x r^oive un accrois- 
sement représenté par /^ J^(x+k) deviendra 

Substituait JT .+7 il Ja ^laoe jde ci; ^bns^ chaque tierme 
du développemfiot,, 

Le premier, JF!i: deviendra 

Fx^XJ:+X»/rh^^^li^X^ I^... 
Le çoeffîciantr^j deviendra 

Le^^otefficîeilt 1^.' deviendra 

Le'eoéffideht X-^' deviendra 

Le coefficient X^ deviendra 

doiiç .en ne développant vchaqne coefficient que 
ju^qu^au second terme^^ ce qui <uJ^t pourxlétermi- 
ner la loi du développement^ on aura 
fF{x^l + k) 

= jP^+X,A+^.A* +X^k'+Xj^k^ > 

+ XI 4'X,k l+X,kU'\'X^kH+X^^l. . . . (fl) 
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La série (i) deTeloppée , donne pour premiers 

termes 

+XJ+^X,kl+5X^ kU+^kX^k'î+... 

Ces deux résultats doivent être identiques, quelles 
que soient les valeurs de X://^-'donc on aura^ en 
égalant les coefficiens des mêmes puissances de 
k,kl,k*l... etc. 

X| ===JC,...2-X^==Jv , ...3-X^=== Ar»^..4.3^=^j, ..etc. 
où Ton voit, i\ que le .coefficient X^ du second 
terme du développement reste indéterminé ; 
a", que le coefficient X^ du troisième terme du 
développement est égal à la moitié dii coefficient 
du second terme- du aévefoppement de X^ , si on 
y substitue Jr+À a la plaœ de ir />3*. leA:oefficîeiit 
du quatrième terme du développement de F(x +A) 
est égal au tiers du coefficient du second terme du 
développement de X^, lorsqu'on y s'ubstîtue x-i-k 
à la place de jir ^ et alkisi des autres. 

Puisque X^ reste indéterminé dans le dévelop- 
pement ci-<lessils^ il faudra le déterhiinep par quel- 
qu'autre moyen: quelle que soit sa valeur , on peu^ 
la représenter par JP^.x. Ce signe représent»^ une 
fonction de x dérivée de la fonction primitive ^ 
lorsqu'on y suppose que^p devient x+k: on écrira 
donc 

X, = r.x. , ^ 

X^ sera le coefficient du second terme du déve^ 
loppement de JP^(ji:+ A): représentons ce cbéffi- 
"cîent par F" .x , ce signe i^eprésentera une fonc- 
tion de X dérivée de F x par la même loi que Fx 
est dérivée de Fx ; on aura done 



B^E mAtbêU'A'ti-qubs: ' uê 
^« sera JèiOioeifideAt da MMbd terme db dévelop- • 

pement de ^ , et si on représente ce coef- 

noient par — — '— , on aura 



X, 



F 



\UI 



et ain^ des autres : sabsUtnant donc ces expres- 
sions, OD aura^ 

2 ~ 12. D â.0.4 

90. En résamant tout ce que nous venons de 
dire sur la formation des ooefficietis , on voit \^, <jae 
F X est le coefficient du second terme du déve- 
loppement de F{x-\'K) \ 2**, qo^. i^!'* x «st le coef- 
ficient du second terme du développement de 
F' (r4-/l:)5 3^ que F^'.x est Je coefficient du 
second terme du développemëht de F'' (x-^li): 
Donc quand' Onaura déterminé F:x, il sera aiséi 
de déterminer les autres, patce qu'ils dérivent f}Q^t 
les uns à^% autres en suivaHt une idémeioK ' ' , 

Ces coefBciens des difféi^e^tes puissance? dé ^^ 
sont de nouvelles fonctionà de ^^ dérivées .d^ la 
fonction proposée F x ^ et indépendantes de;^/ on 
les nomm0 pour cette raison, '/bnclfoiu; ^rU^s , 
et on les distingue en fonctions primes , F\x ^ 
fonction^ secondes .i F" >\f y forcions ûercejs ^ 
F"'.x. la fonction proposée étant la fonction 
primitii^e. : \ ■ ' .. , . - r :. \ : A i- -. . \ y . 

Soit i^:r = ;t" ; en substituant x^k à la place 
de x dans Fx^ et développant jusqu'au sedbûd 

terme, on a • . .^ •. , t 

F' x^mx"^:^': . 

III. K 



diipsF' . Jif > et Ton aura 

et développant jusqu'au ffcoiid terme ^ omi 

F' .xz=sm. n*— 1 x"*""*. 

Pour avoii^ F/"x, on substituera x+it àla place 
de X dans JP' . jc ^ et Ton aura ^ 

^t développant jc^qn'au second ternie , on a 
P'^ .xipie^m.m — 1 .m — n.x"^' 
qn aura donc 

;• ?.5 ■ 

émontrj^r. ^a«, Vç^ peiM; tQai<Mrf dowi«x«A«ii» 
•v^wHr a4«9ft p«*«« P««v q»« cb*<l«W t«»^ du, dé^ 
^«Iq^eiAfOlC^ «pit pw gF^wi'Ii'iB^ «Aoune dQ tott» 

Soit * une fraction représentée par — , 00 ««« 
•^ m: m^ xn? ro* *»" 



« repréimitaÂt ob tiouère aomgtwkd «[d'onvou^ 
dra^ on poam mettre c«tte «érb iouft la forttie 
anhraate : 

Soit i?> la plas grand de totid les ooefflciens de la 
série : ai on fait 771 ^= — • + 1 ^ on aura 






=^-Â-) ^-3^~Zé') ^\-Â-) 

En continuant de défelopper aitfsi la valeur de mr\ 

et )a subsikaant, on verra aisément que le premier 

terme de la série proposée est plus grand que la 

somme cte tous les mitres j si on appiîqatf l# même 

développement à tous les termes de la série (i), en 

1 .jdt ''- 

faisant attention que i fc= — =; • , chaque 

m H+^ 

terme sera plus grand qiie la somme de tous ceux 

qui le sufVMt ^ ptaftte qM i^ ci pàt hfpathèHi /?> 

que chacun des autfts coefficiens : donc tant que 

M sera une quantité jftnre, il sera; possible de don-* 

ner à k une valeur asseijp petite pour que chaque 

terme soit plus grand que la somme de ceux qui le 

suivent : on pourra donc obtenir des séries aussi 

convergentes qu'on voudra. 
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Le théorèlD^ général $at le développement des 
fonctions en séries est du à Lagrange , qui l'a 
donné , pour la première fois , dans les Mémoires 
de l'académie de JBerlin^et plus récemment dans 
sa théorie des fonctions analytiques. Comme il est 
de la plus grande importance, sur-tout dans la 
théorie des ligpes courbes^ il importe de se le ren- 
dre familier. 

92. On peut donner à la formule du développe- 
ment une forme.plus simple, et souvent plus com- 
mode ; Si on représente JFx par jr, on pourra dési- 
gner F". X par y, F', x par^% F"\ x par^ ... etc. 
et représentant F (j?+ 1) par Y, on écrira 

Soit j^ ^=-1 po'ur avoir y , il fauclra développer 

X 

(jc -!-*)■"' jusqu'au second terme, et Ton aura. 
' = — -L 

Pour avoir y" y il faut substituer ^r+i à la place 

de Jkrdansi ;> et développer jusqu'au second 

x^ 

terme , ion trouvera 







•n laîvaat le même procédé, on trooTera 


•'■.; ■-"'=-^-- 


/ 


'et ainsi des autres termes : on aura 


donc 


a+k~x x'^^x'- jr^"^' 


. . . etc. 



Soitj^= V/oir,ou j/axjc* , pour rféterminer y ^ 

on aura Xx + h)\ 

qu il s ^git de développer josijq au seaotid lerme , 

on trouvera . : 

donc v' :i=± ■"• ■ I ' n < . ' M .. : . ' i ; • 

Pour déterminer j/% on s^ibstitueca x4-^ à la placé , 
de X daij5 -r — , pn d)gi(eloppefa tiosqq^ao «econd 
terme , eisou troi^'vëra ' v » ' ' - 

on aura donc pour les premiers ternkss du dévelop- 
pement de i/a(;r*+ï/:)^V ^ . ■ 

{ ^ k k"" } 

93* Représentons par X une fonction détermU 
née et connue dexj et ch^rclioQs^l'expr^sion des 
fonctions dérivées d© F* X* - 

Si X reçoit un accroissement , représenté par t, 
X se développera selon le^puissanc^s entières d^ 
iy et 1 Wmira pour\dév^oppement de Jt ' 

'X+X)b^+X"k'+... (89) 

Pour avoir la valeur de la fonction prime de F, X, 
il faudra s'arrêter dans tè développement , à la 
première puisspacQ.de k : oh su}>stituera donc 
dan^i F.XjX-^ Xikla place de X, et Ton dé- 
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Teloppera jusqu'au seoond terme : on aara atiiK 

F{X-^ X k) ^FXJt X kF'Xi 

donc le coefficient de h y otx la fonction prime 
déF.X= XF*. X. Pour avoir la fonttiori se- 
conde de FX, on substituera x + ir à la place de « 
dans X' F.X, et négligeant les secondes puissan- 
ces de k, et les puissances supérieures, on «déve» 
loppera jusqu'au second terme. 
Soit F.X=((i + bx" )'; on a ici 

X=:à+bx'',F.X=X.,:X^mbx^\^ 
FXpnpXr'*tmp(a+bx'y-\ 

donc XF.X=mbp *?'' {a + hary. 



Soit F.X=zl/^ p 






iXT 



3^ l^aoirr^*» 
on a ici JX=rr jtt «db»^ jP. Jf =5= JC* 



2 3 i/sax'zizjr^ 

doncXr.Jr = 




3 <^ 



Pour avoir JF^.x, on substituera x -^ i k laplaee 
. ^ de or dans rexpreislon de X^ JF' X, on négligera 
toutes lés puissafbces de i^^ supérieures à la pre--> 
mière , et oli développera ensuite jusqu'au second 
terme :- on aura nksi * 

— K -T-^XazfcjdbAxagJ?:^^ — tX / 1 ^^^» ' 



. donc k fiq^tioii «ecoilde ^e j^X 






_ />^ - 

Séît «Bcore k fofktiQOfi* 

,oii,a,.i9i|..., -. :..;:■•, 

K 4 
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• X' F' X=^ H- i-"^^ ). ■ 

Poarirouver la fonction second^ de^ JC, on sub- 
stitaera, comnie dans l'exemple précédent, x -h i 
à la place de x d^s Texpre^on de X' F' X, on 
né^igera toutes les puissances de i supérieures à 
la première , et l'on développera jusqu'au second 
'kenne.! on trouvera , par ce moyen , que lé ço^ffi- 
cÎQpt de i dans le dernier développremçnt^ est ' 



:A 



(^ 



94- Soit une ^Çonctipn quelconque , des de\ix 
quantités X,Z, n6brfa^pr«eritfeftStii patF\X,Z^: 
supposons que ^et J^ soient cfaao^ne des fonctions 
déterminées ett^poiiQue&jddv^A (9n àta^ande de dé- 
terminer la première licfbction dérivée ae F(XyZ), 

Puisque Xet Z sont ^es(^nctîo«is connues dex, 
en substitqaut ir +^Jkjk la-ptace d4^9 Xdeviendra 

X+'X' Jb'^^^)k- +X'" k\.. + etc. 
et Z deviendra '^ _ 

z+z' *^-J^^'î*+J^'^*^v..; +lx\x\..z\Z'... 

étant des fonctioiiè ëondues de x; mais puisque la 
fonction prime qu'o n'&herc he est le coefficient de 
la première puissancC^^^/^^'il est visible qu'il ne 
peut pas être affecté des foocriflo» -K''>«'^^;'iZ'^..: 
on pourra donc Jié^igaf-ees^ t^rmej^ et écrire sim- 
plement ^*(:Sf '-^'Xii^Z^^Z^k)} ^* . . 

Supposons d'abord qu'il n'y a que -ï qui 'reçoive 
Vn accro^ement3'4^ étaol; regardé .o^^ime cons-y 
|ante :'on se conteme'râ'créiîrire F(X^+ X! k, Z\ 
jçtdéveloppant cette fîppnctioç^ on attca v ,. 
''F{X,Zy+ XkP iX,Z) + .,: etc. 
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on se rappellera qap Z est supposé constante dans la 
foDCtion prime F\XyZ). 

Sobstituons k présent Z + Z' k.k la place à^.Z ^ 
dans le dernier développement^ le ppemier terme 
deviendra - • 

FiX,Z) + Z'kF,{X,Z) +... Qtc. F, {XyZ) 

désignant que Z sçul a reçu un accroissement dans 
ce termis. Qn.ne cherchera pa^ le développement 
du second terme X' Jb JP^ ÇXy Z) , parce qu'il est 
visible qu'il ne côhtîendroitqub des termes multi^ 
plias'pari% ^^,.{,>etc• réuoissai^tdonc les tecmes 
^ui proviennenti^ltp ces deux dév^Ioppeçiens^» ou a 

; .—F{X,2;)^ {XTXX,Z) + Z'FXX^Z)}X:^... 
donc la fonction prime de F ( X; Z ) sera ... 

X ^'(X.Z)-^ Z'F\iX,Z)., ' ' 

Exemple. Soit (at^x ^a+bx''y=F(^X, Z) : on 

feca ,.,...:.-, /'' ••.-'- 

Of^rrr X,, , j/^+TP^=^ Z,.. et OT A:'"-"«=^' 

on aura '•• ■*î'--'i' " » •• • . i. ; •.•; 
ce qui donné.'" l r :• '•- 

: jF\(XyZ).!^pz(x.'z.y-'FAXZ) ■ 

dçfUiC la fonction. prime de ( a:*" X\ V <^+ ^:K) ^ 
^p(x^X\/a+bx'')^'(nix'^-' l/a+5:t\+ .-_._; 
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95» Soit oBe fMetion qoelcoti^oê de deux va-» 
riables x ety^ liées entr^allespar une équation rê^ 
présentée pBri^(jt^5^)r=09 on suppose quecesdeox 
variables 9ont tellement combinées , qu'il n*est wè 
possible de les dégager par la résolation de re- 
lation. 

Puisque x dépend àey, et y àe Xy on peul re- 
j^rder^ comme nne fonction inconnoe de x^:k^^ 
nous représenterons pntfx : on aura, donc 

Cette fonction àe eontenant^on étant cessée ne cofi^ 
«enîr 4]iie4es t!ermes mnltipliéè cardes pnissapce» 
de X, on peut la désigner par le signe (p x = o : 
cette équation doit être vraie, quelle que soit la 
vïrteur de * ; donc elle aura lieu , en mettant jc-4- jfc 
à la pUtce de JT ^ quelle que soit la valeur de k : on 
aura donc une somme de fonctions dérivées , qui 
donneront T'équatièn 

^x+ip^x+^-p^'x-i rf'".Ar +... etc. = O 

Mais pour que cette équation se vérifie indépen- 
damment de ta valeur de £. il est nécessaire qu'on 
ait séparément ^ jr =:=? o.. f Jr = 0-. p"x = o... etc. : 
on aura donc autant d'équations différentes qu'on 
pourra former de foàctions dérivée)^. La première 
de ces équations est Inéquation donnée : en la met- 
tant sous la première forme , elle devient F (x^y) 
:= 6. Le seconde esf la fonction prime de réqaa- 
tion donnée , -eMe devient F' i^^y} = o. La troi- 
sième est la fonction seconde de l'équation donnée , 
elle devient F"* (xjy) = o... etc. ; d^oè résulte 
te pirincipe aoi est de la plus grande iinportance 
dans la théonedes équations, savoir que si un a une 
équativn entre deux ptiriables x,y, P équation 



^mi$mtÊraencBre entré la fonction prim€, lafyne^ 
tion seconde, la fonction tierce ... et généralement 
entre ieUe fonction dénpée qu^^n poudra 4e Vé-^ 

Pôuir aToîr la Valeurde jP' ( Jr , jr ) nr o , on peut 
mettre jb à la place de Xj et ^ à la place de^^ dans 
lartiçle précédent , et Ton aura 

donc F{x,y)^r{x^y)+yFXx,r) 

Soit Té^aation 

ax^ ^ bxy + c^ + dx +fy + g^o. 
on auvUJÊ^ {x,y) = aiaiJi? + by + d. f^fix^y) 

dôixc la fonction prime de récjuatîon donnée , sera 

96* Soit oiainteiuuit Tégaatioii à troi^ variar 
bla# ^» ^( ' ^^ ) ^^^ on d^^nand^ Ie9 fonctiona 

Si oft itippose que dan« cette éqaaèîoti <« et y ao^ 
qnièrent des valeora-pàrticulière*, Z sera cmer- 
toiné.; mai» ai une seule des variables ^o^ et y eâc 
donnée ^ on ne pourra rien conclure ppur Tautre y 
qui sera susceptible d'cio nombf e'îûdéfini de valeurs 
jHiiticuAièreSj dont çhaoune combi^é^ avec la va*- 
leur donoée de la première variable «foqmîra une 
valeur particulière .de S! : d^où il sait que tes va- 
riables x^y sont indépendantes entr'elles, et qu'on 
peut les faire varier chacune séparémept 9 ou toutes 
les deux ensemble^ sans que leurs accroissemens 
respectife aient entr'eux aucun rapport déterminé -: 
voyons donc quelle seraia loi du développement 
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de féqusiiion\Z=^F (x ,y)) \ots<pie ee devîenf a?4^^; 

Supposons d'abord qq*il:D'y.ait que la variable x^ 
qui reçoive un accroissement ky y demeurant ccms- 
tante, Z deviendra i^ (^ + >&, j^) : et développant 
p^r les théorçnaes connus,, on auca F{x"k^ ^> JK:) ; 

Stfb«tItap0B raainteaant dans cette, dernière- for'* 
maie j' + b à la place de_y , on aura . . . 

97. Pour avoir T^cpression des fonctions déri- 
vées de i^j(^, -4- ^^^y.±. 9,)i»'l^^,^ nécessaire.de con- 
sidérer la variation d'une même fonction , tantôt par 
rapport à x seulement; , t^nf ât p^r, rapport è x^ ^^^^ 
tôt par rapport aux deux variables : et pour distin- 
guer dans les fonctions dérivées les termes qui sont 
dus en particulier aux variations de ir et >y nous 
adopterons la notation que Lagrange a doniïéedana 
U résolution des équations afunériques (pag. 3 10). 

Soit toulours .F (Xjy) d^igiié par Jt ; pouc dér 
signer la îonçtAm prime de'^ par rapporta x 9 of^ 

par rJippprtèj^, on écrîra'f — . \i — \ Pou^ dér 

signer la fonction seconde par rapport k-^'^ on 

écrira l ^ il j^plarrapipoc^^aj^, on écrira l — ),.et 

/ Z" \ 
-*par i^apport à'^ip et j^, on écrira ( jet ainsi des. 

autres. En falsfint i^is^ge de cette iiptation ^ on trovr 

\.era que . ! . 

r 



) 
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». / Z'\ 

^ix,y + o) = 2 + <y\^—j 

■^>(„^ + o) = (4l) + o(f) 
o*( Z'"\ o" / Z" \ 

a A**^* / 3.3 \ «y /' 

faisant ces substitutions , et ordonnant par rapport 
eux puissances de i,o,ko... etc. on aura 

9^. On peut saisir facilement la loi que suivent 
ces termes et les soivans, relativement aux puis- 
sances et aux produits de â: et o, et relativement 
aux puissances et produits de a? et j qui sont sous 
le signet'. Voici l'énoncé de la règle qu'il faut 
suivre, pour avoir tous les termes qui conviennent à 
une même fonction dérivée. 

Si Fon a V équation Z=P (or, y), pour trouver 
les fonctions dérivées de Z , lorsque x déifient x 
+ ^y ^^3^> J -i- u 5 développez les puissances des 

^^^omes{k+oy..[^^^yi^-^^^^ 



chaque terme du développement sera multiplié 
par Z y portant antant de traits qu^Uy a d^ unités 
dans la somme des puissances deketo qui le 
multiplient r on mettra sous Z , les mêmes puis^ 
sances de x et y, qui se trouvent dans le dévelop-^ 
pement des binômes enk et o, en sorte que le 
terme général sera 



4" o- / 5r*^- 



( 



■^ I ' 



ainsi là foDCtfon tiereede jF(^, j^) sera composée 
des quatre termes suivans : 

On a obtemi le développ^iDent prêchent ^ en 
mettant d'abord ^ + A: à la place de * dans jP(x,y), 
ce qui a donné jP'(« ^ h^y)\oxiB. eosimâ substi- 
tué ^ + à la place àMy , ce qdl a donne le déve- 
loppement de /^(jp+ A:>^ + o). Sî on eût com- 
mencé par substituer jr + oà la place de y, on eût 
eu le développement de l^(*j^ +o) j etmettdfit en- 
suite *+/:> on eût obtenu celuixle i^(^+oyi?+i) ^ 
or il est visible que les deux fonctions sont fdentU 
ques , donc leurs développemens doivent Têtre aussi; 
et comme on ne peut pas faire à - la - fô/s leâ deuiT 
substitutions dans la fonction indéterminée P'Ç^^^y), 
il est visible que le résultat sera le même, (|cieU 
qu^ordre qu'on suive , en prenant les fonctiods dé*- 
rivées relativement a x ^ty. 

Soit l'équation J? s*» ;»"" ^% on aura . 
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*" j'*-'(y)=«.'*»»*^y.- 



if) =" 

On aura donc poar les premiers termes du.dévelop- 
pement 

(x + ky(jr + o)* a=«-jf" + Jtm*— y 

• ^ 

99* On a vu par tout ce qui précède , ode toute 
fonction algébnqoe $e déirçloppe sefon les puis- 
sances des accroissemeng des variables dont .elle 
est composée : lés rnème^ formules serrent encore 
à développer les fonctions selon les puissances d'une 
des variables. Reprenons pour cela la formule 
4tt ( n°. 93 ) 3 etsupposons quefgok la valeur de^*. 
tbrsque X:= O9 lésera la valeur de y qui répond 
k.o + X : mettant x à la place de i, et repré9eii^ 
tant V^^f'\f%f"'yf^ ^®® fonctions dérivées de la 
fotiotion primitive qui répundeac kmioi 6, on avra 



x' 



Soit U foDCftion Fa» *>, . . en faisant « «a ; 



on a - /=2-=;i. 
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La fonction prime de =i (qo) : en faî- 

'^ a — X (a— Jt)'^^ ^ 

sa]it;t = 09ona / = -. 

La fonction seconde de est 7 r, 5 ^^ sî oa 

(a — X) {a—^y 

fait X = o , on a f = — -. 

La fonction tierce de est ; 7 ; et si oh 

o -r- X (a — xy 

(\ 
fait jc = o • on a f"' = —7. 

et ainsi des autres fonctions dérivées ; on aura donc 

XX* x^ x^ ^ 
Y^ 1 + -+—+— + —+ 

JT» •»■ /»'* /ï* 



a a- 
Solt encore jr= l^a* — x*. en faisant * = o, on a 

^^ X 

la fonction prime de y^ ^* ;c* = — ■ , si on 

l^a* — x' 

fait X = G , on a f =10. 

- /i* 
La fonction seconde de i/^rZI^ ==t r. • si <» 

(a* — x^Yi 

fait AT = G , on a /'' =^ . 

"^ a 

On trouvera que la fonction tierce de V^a*— x*=:p, 
lorsque x = o } on aura donc 

Y^=^a h.. . etc. 

sa 
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Les mêmes formules servent aassi pour le déve- 
loppement en séries des fonctions transcendantes ; 
tnais avanf de les y appliquer , nous devons faire 
connoître plus particahèreraent ces deux sortes de 
fonctions. 

Des logatithiw^. 

1 OO. On a vu {^rithm. 166 ) que la manière U 
plus simple de concevoir les logarithmes^ est d'i- 
maginer deux progressions correspondantes; l'une 
arithmétique ) commençant par zéro) l'autre géo- 
métrique^ commengant par Punité : mais pour ap- 
procher le plus qu'il est possible de comprendre 
tous les nombres entiers dans la progression géo- 
métrique , il fout faire eu sorte qu'elle croisse si 
lentenaent que la différence d'un terme au suivant 
soit plus petite que toute grandeur assignable ; il 
f^ut par conséquent que le quotient qui doit régner 
dans la progression géométrique soit le plus petit 
possible j et ^e la différence commune dans la 
progression arithmétique correspondante soit insen- 
sible. 

Supposons donc que le premier terme delà pro- 

r'ession géométrique étant 1 , le second soit 1 -4-i(> 
étant une quantité très-petite s le choix des deux 
progressions étant arbitraire, on peut supposer 
que la raison de la progression arithmétique soit 
Mi, M étant une Quantité arbitraire, et k l'ac- 
croissement très-petit du second terme de la pro- 
gression géométrique : cela posé 

Soient les deux progressions , géométrique et 
arithmétique , 

i.i+jt.(i+it)\(i4-*y*.(i+A/.-.(x+*)* 
o.Mk.uMk .ZMh . 4Mk...nMk. 
m, . L 
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nMJh sera le logarithme de (i + *}*. . . Soît a ee 
dernier terme , et L son logarithme : on aura donc 
les deux équations 

a = (i+Jb)\..L = nMk. 
La première donne 

On tire de la seconde 

L 



d'où on déduit 



*~^* 



Par le moyen de cette, équation on déterminera 
L ona, lorsqu'un des deux sera connu. 

lOl .Pour développer ces expressions en séries, 
supposons a = 1 +^ > il en résultera 



n< n n n n ■ n n 

t a aïs a 3.4 



— i— 1. 2x^-j 1. — a.— 3jp<.< 

i °~ ' ' '" ' 

donc 

L=itf\x-^ ix*H 1. ^flo?'-^ 1. 2. 3ac*...f 

^fi 711» nnn > 

C 2 îl3 a. 3. 4 ) 

Plus n sera grand, plus il y aura de moyens pro- 
portionnels arithmétiques et géométriques insérés 
entre deux nombres donnés ; savoir entre o et Z 
dans la progression arithmétique , et entre i et a 
dans la progression géométrique j par conséquent 
pXxxs la différence entre deux termes consécutifs 
sera petite : mais n peut croître à l'infini , donc ta 

limite de - sera zéro : on aura donc à la limite , 
n ' 
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Z,0ûl0g(l+4;)=iPf[*--+y-- + -.,} j 

La quantité M. reste indéterminée^ ce qui an- 
nonce que le même nombre peut avoir une infinité 
de logarithmes difFérens; mais comme le plus sim- 
ple et le plus naturel de tous les sjstèoies est celui 
où l*ûn suppose ilf = i , on a donné le nom de 
logarithmes naturels à ceux qui ont été calculas 
dans cette supposition : ce fut sur cette espèce de 
logarithmes que tomba Néper^ quoiqu'en suivant 
une route différente (i). Ces logarithmes s'appellent 
aussi logarithmes hyperboliques, à cause du rapport 
qu'ils ont avec les espaces compris entre l'hyper- 
bole équilatère et ses asymptotes; mais on verra^dand 
le calcul intégral , qu'il existe un semblable rapport 
entre chaque système de logarithmes et une hy^ 
perboledétermmée ; c'est donc à tort qu'on donne 
exclusivement le nom de logarithmes hyperboli^ 
ques aux logarithmes naturels* 



(i) Néper a d'abord considéré les nombres comme ex^^ 

{>rimés par deç lignes, et ces lignes comme engendrées par 
e mouvement d'un point; la première^ engendrée par Id 
mouvement d'un point qui décrit en t^mps égaux des espa-* 
ces en progression géométrique ; et l'autre engendrée par 
le mouvement d'un point qui décrit en temps égaux des 
espaces en progression arithmétique : il a supposé ; pour 
plus de simplicité > que les vitesses relatives de ces deux 
points étoient égales dans les premiers instans , ce qui re- 
vient an même que de supposer que l'espace parcouru dans 
le premier moment par le premier point étant i , et i-f-ft 
dans le second instant > l'espace parcouru par lé second 
point est zéro dans le premier instant , et k dans le second , 
«e qui détermine les deux progressions , ^ 
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Il est évident que tous les systèmes de logaritli^ 
mes. ont un rapport déterminé avec le système des 
logarithmes naturels^ puisque dans tout système ^ 
le logarithme de i-f-X: est égal au logarithme na- 
turel du même nombre ^ multiplié par la quantité 
constante jtf^ qu'on nomme le module icette quan* 
tiré a une valeur différente pour chaque système. 
Nous ne tarderons pas à la déterminer j revenons 
aux logarithmes naturels de i+x* 

i02. La série que nous avons assignée ne peut- 
être convergente qu'autant que x est moindre que 
Tunité ; mais il est possible de la mettre sous une 
forme qui la rende généralement convergente : re— 
prenons pour cela la série 

X* x^ x^ x^ 
, a o 4 "^ 
ajoutons de part et d*autre^ log a, on aura 

X* x^ x^ x^ 

log {a-^ax) — log a+x --+V T+T**-^ 

a o 4 o . 

SoMaxozx, et par conséquant « 2= ~^- on aura 

Le logarithme de a •— ;? ne diffière de celui de a+^ 
^ue par le signe des puissances impaires de - ; on 

a donc 
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Retrancluuit la seeonde série de la première , on a 

log (a+z ) — log ( a ~ jf ) = log (■~-^) 

fx z* a? X* I 

a+M m+i 



Soit enfin 



a-'-n« » 



+=! T^^+.T-^r-^^trrz^^+Tr-^-.} 



ce qui dODDe - = •. 

on aqra dazH> )og m + i =3? log mr 

ain+ 1 '^ 3(2/»+ 1|| '' 5(!Wïi 4* 1 )* ^ 7 C»^+ 

10 }. Cette série sera d'aolant plus convergente^ 
qae m ser»[>)u& grand 3. elle donnera le logarithme 
de np-^ 1 , lorsqa'on connoitra celui de m /. et, pour 
avoir le logarithme des tables du même nombre, il 
sofibra de multipGer le logarithme natucel par le 
modale qpie iious^ allons déterminer. 

Prenons le logarithme naturel de 10 que nous 
représenterons par log ^-^ 10 ;. le logarithme des 
tables sera^ représenté par log ^10 : on a Téquatioa 

log'' ia = -Mlog^*Uo^ 
et par conseqjaent * 

. ^^^l og^ià 
log^**). lO 
crie loganthme des tables de 10 est 1 5 et en trouve 
par la série ci-dessus que le logarithme naturel 
de 10 est 2yk>s£Sài ... donc 

L3 






I 



l66 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Si on avoit pris le logarithme tabulaire de toat 
\ autre nombre bj on auroit eu 

log^ &=iK.log(«).ô, 

et par conséquent 

• log<'*>.ô" 

ce qui indique que le module est le rapport du 
logarithme tabulaire d'un nombre à son logarithme 
naturel. 

104, La série précédente est assez convergente 
pour trouver facilement les logarithmes des nom- 
bres plus grands que 10 } mais pour les nombres 
au-dessous de 10 on peut ^ servir de la suivante : 
Soit i+a; = a, ou jp = a — i...donc 



f (a^iY (a—iY {or^iY 



Si la quantité a — i étoit une fraction extrême* 
ment petite , cette série seroit assez convergence 
pour n'avoir besoin que du premier terme 5 or on 
peut toujours la rendre telle par un artifice bien 

simple : Supposons que a :== Vb, on aura 

L 1 

log a = lôg i* =?: — log b : 
m 

en faisant cette substitution , on a 

m 

On pourra prendre pour m un nombre tel que Vb 
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difFère aussi peu qu'on voudra de Tunité; en sorte 

que )/b — 1 pourra être une fraction extrêmement 

petite, et pour lors (V b — i)*et les termes suî- 
▼ans pourront être négligés : on aura donc 

log& = mitf(yr~i).: 
Par la même raison 

m 

}oga=:m'M\/Ti — 1: 
donc lgg^ = i^^-'. 

Si a == 10 , son logarithme des tables = i } done 

l/io 1 

lOJ. C'est par- cette formule que les premiers 
calculateurs de tables, Brigs et Wlac, ont calculé 
les premiers logarithmes {^rith. 172 ) 3iIsavoient 
remarqué qu'en faisant des extractions successives 
dd racines quarrées d'un nombre quelconque, si on 
s'arrête dans une de ces extractions à deux fois aa«- 
tant de décimales qu'il y a de zéros à ta suite de 
l'unité ; lorsqu'il n'y a plus que l'unité devant la vir- 
gule, la partie décimale de cette racine se trouve 
exactement la moitié de celle de la racine précé* 
dente , en sorte que les parties décimales ont entre 
elles le même rapport que les logarithmes des ra« 
cines. 

Soit en effet 1 + * une racine déjà obtenue ^ 
« étant une fraction décimale très-petite : si on 

L 4 



L 
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extrait de nouveau la racine quarrée , on aura 

et par conséquent (i+<t) -^iqis-, »• +etÇi 
ainsi en supposant m =? s*^, et £ = ^ ^ on £( 

Iog-3 = 

0,000000000000000000962894 

Si: ■ ■ ■ ■ ■ ■ J.J j^ ■ ' « « ^ 

o^ooooooooooooopooQ 1 997 x 74 

1997174 

Ceux qui désireront plus de détail sur }a théorie 
des logarithmes, peuvent consulter les tables de 
Callet , nouvelle édi|ioQ g, discours préliminaire 
(page la). 

1 06. Froposons^nous actuellement le problème 
inverse : étant donné un logarithme ^ trouver le mw 
hxe auquel il appartient. 

Reprenons Téquation 

an en déduira / 

^'^G + l^nT* 
;«n déireloppant le binôme^ on trouvé 
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, nj& . n.n — 1 L* 
= 1 + — => + 



r» 



• 1 

ou « aa?= l + -îX + 



■ j i ■> » 



'fi—- 1 — V+i 1 !---/:♦.,. 

» n n n n 

2.5 W. âlÛ M 

mais à la limite — se o i donc à la limite on a 
n 

— L ^' . L^ L* 

or -^ = ïog**^o, donc 

a = i'+loga + (^^|-^y 

107. Oh peut aassi déduire la théorie des loga-* 
ritKtnes de celle des puissances , de la manière sut- 
^vante. 

Soit réquatîony=^'' ; il e$t visible que x niar* 
que à quelle puissance il faut ébveP ^^ pour qu'il 
soie égal h y : et puisque le logarithme d'une puis-^ 
sance est toujours égal au logarithme de la racine , 
multiplié par l'exposant de la puissance,^ s'ensuit 
que Ton a log^ =5=xlog jdl : À log^^^sc i , on 
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a log.y = x : on peut donc dire que le logaritliiiie 
d'un nombre , est l'exposant de la puissance à la-» 
quelle il faut élever ^, pour qu'il soit égal au nom- 
bre donné {^rith. 176)} et commet peut repr^ 
tenter tous les nombres , il s'ensuit que tous les sys- 
tèmes possibles de logarithmes sont contenus dans 
réquation y = ^*. La quantité constante repré- 
sentée par ^^ est appelée la base dh système ; ainsi 
lorsque u^ = 10^ on a les logarithmes des tables* 

Pour développer en série l'expression de -^*> 
on aura recours aux formules précédentes j suppo- 
sons^ = aj et par conséquent x log -^ =log. a r 
on aura 

Pour que cette formule ne convienne qu'aux loga- 
rithmes naturels, il faut supposer que ^ est la 
base du système , et pour lors log ^"^u^ = 1 : nous 
désignerons cette base par un signe particulier e : 
on aura donc 

-• ^^ x^ x^ 



e_i+r + — +^ta.3.4 ' 2.5.4.5"'^ 

Quant à la valeur de cette base , on la trouvera 
en faisant :i: = 1 , et on aura 

Il 1 1 

3 2.3 2.3.4 2.3.4.5 
= 2,7 18 2818. (-^r/<*- 171) 
On voit par le développement précédent , que e' 
est égal à ce que devient le binôme 



îdent , que 
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lorsque n est plus grand que toute grandeur assi- 
gnable^ formule très - remarquable , et que nous 
aurons occasion de revoir. 

108. Si Ton avoît ^*'®»''^ à développer en 
«érie , on auroit 

i+^log^ + ^ ^ — ^ 

(a;log^ ^, (^log^) \ 

Mais ce développement est le même que celui 
de ^* (107) : donc ^* = ^* log ^ : on peut donc 
ramener toute expression exponentielle , dont la 
base est donnée à une autre expression exponen* 
tielle y dont la base est e : ainsi 

io' = (î, 7 182818)' log 10^ 

Du développement en série des fonctions 
circulaires. 

. 1 09. Les expressions des sinus données par des 
s arcs de cercle, ou réciproquement celles des arcs 

Î>ar les sinus , sont d'un fréquent usage dans l'ana- 
yse : nous allons en poser les principes. 

Soit un arc quelconque représenté par i; ^ on sait 
par les premiers principes de la trigonométrie , que 
jin* z + cos* z = 1 , ou 

( cos z + l/^^ sin ;s ) ( cos z — \/^^ sin jc ) .= 1 

Si Ton a deux arcs x et y, et qu 'on multiplie 

cos X dtz y^HT sin x , par cos yz±: |/— 1 sin y, on 

trouvera, en ayant égard aux formules démontrées 

{Géom.i&i) {cosxziz\/Zr[8mx)(co8ydty/.^x$iny 

= cos {x + y)de:'^—i sm(^x + jr) : 



f 
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d'où î! résixlte^ en faisant soccessivenient y:^ x ^ 
= fl x^^ .:ss5x,.^.:sa:nsy que Ton aura généra- 
lement 

(co8;r=fc v^ITTsm a?)*== cos;» ap=fc^/~ sîn lï jr. 

Le double signedbprodoit les deux équations sui- 
vantes ! 

(cosx+ l/^^ sînir)*=cos r^ x+ ^/ITr sin n ^^.•.(i> 

(cos^ — V/— ï «in jp)*=cos n jit — i/III sîn n »...(3^ 

Ces deux équations ajoutées d*abord en.tr*elles^ 
et ensuite retranchées, donnent les suivantes t 

^^srj^ — (^^^^+ V/^sinx)*+(cosar— y/^^sin y )" , 

3 

Jn«^ (cos^+yiITsinJc)»— (cosx~V^^sînj?)» 
WHISTS - ' ^»>-^ ■ ■ ■-*-*•.«(%/ 

Supposons » X =: z , «t par conséquent x = — , o» 
aura 



ces 



i;=f cos~+ ^/_l sîn - ) +f cos -— /=rsîn-Y..(5) 
^ ^ n/ \ n ni 

""~ ' >■' I ■ ■ ■■■! ■ ■ 

« — (cos ^+ v^Zrr sm ~\— (cos ~/ZTsîn-y.(6) 

1 1 0. Si 7} et of sont variables, chacune en partt« 
culier, mais de manière que le produit ii^;r reste 
toujours le même, il est visible que plus x dimi- 



) 



ûuera y plus n augmentera : donc à la limite de n. 
les dei0c équations précédentes deviendront 

^^ — >^^ ^ 



«njei 






3 \/^i 



1 1 1. Si on compare ces binômes avec ceux qae 
nous avons trouvés pour Texpression de e', on verra 
qu'ils senties mêmes, en mettantjs |/ir7à la place 
de^ : on peut donc mettre les deux équations pré- 
cédentes sons la forme suivante : 

eos^ = Z (7) 

fflnx=s= -^ (8) 

Ces formules sont d'un grand usage dans l'ana- 
lyse , et servent à exprimer en sinus et cosinus réels, 
les exponentielles imaginaires. 

L'équation 7 donne 

( cos ^ )» = — ( e*"^^ + n ^(*"'*)*v^-t 

n étant un nombre entier positif. Les termes qui 
sont à égales distances des extrêmes ayant même 



+ ^ '+ etc. 



2 
TltTl 



M' 
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coefficient , on pourra les réanîr , et mettre Téquar 
don précédente sous la forme 

(cosr rsac < JL 

■* ■*• — 

cosT^z + n.cos(n — 2 )z 

-cos (u — 4)^+ ••• 1 

S! nest un nombre impair , le nombre des terinej 
du développement sera pair ; chaque terme ^ dans 
la première n^oitié , aura son correspondant dans 
la seconde , et Toti pourra les réunir deux à deux , 
comme dans l'exemple précédent. La dernière réu- 
nion donnera n cos z. Si n est un nombre pair ^ le 
nombre des termes du binôme sera impair ^ et il J 
aura un terme moyen également éloigné des ex- 
trêmes représenté par 

n.n — 1.72 — an — 3...- + 1 ^(«"OVfr 

2 ^ 



a 

et à cause de ^(•"•")'>^-» = 1 , ce dernier terme se 

réduit à 

n 
n.fï— '1.72— -fl««, — + i 
a 



- n 

2 • • • • — 

a 



on aura donc pour dernier résultat 
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a"** (coszy =iCosnz + n. cos»— a z 



H C08 11-^4 « + • • • + iV cos ^, 

si n est un nombre impair^ ou 

n 

21 






SI n est pair. 

L'équation 8 donne 

( sin .r )«= 7—^, (e-^— — n e^*'/~ 

a a.o J 

Nous distinguerons deux cas , i"*. si n est un nombre 
' pair y les termes également éloignés des extrêmes y 
auront le même signe et le même coefficient : en les 
réunissant^ on aura 

»^^)"=(i7=T)-4 ^ ^ ^ +-^ 

+ 7Ï.72 — l.n— 3««» — hli 

2 
a . f Tl./!*— I / 

*=» — '- r "i cos/jz— -ucosTï— azH -cos/x— M — ••. 



1 



1.3 «O. • • • — 
9 
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Quant aa facteur ( â v^HT)*, il est visible qu*il 
ae réduit à db a*, lorsque n est pair t le signe supé- 
rieur ayaût lieu lorsque n est un multiple de 4^< et 
le siçne inférieur a heu lorsque n est simplemeat 
multiple de 3. 

3^ Si n est impair ^ les termes également éloigné» 
des extrêmes auront le même coefficient, et un si-^ 
gne différent: en les réunissant deux à deux, on 
aura 

4. . . . J = ± -TiTj i sin /i 4S — » . sm I» — a « 

ii.n— 2 . N.--- t ar • \ 

H --«ini»— 4*— '. •. + -nTsm*. >.•• 

Par ces deux formules, on développera les ^is-^ 
sauces des sinus et cosinus en sinus et cosinus d'arcs 
multiples. 

Les deux équations ( 7 ) ( 8 ) ajoutées d'abord en-* 
tr'elles , et ensuite retranchées, donnent 

e^^"* = cos ^ + /^ «n ^ (9 ) 

^-^i<-i ;_. ç^3 ^ — ^^^HTsin z ( 10 ) 

± z \/^^ est le logarithme naturel de é^^^^^t 

i)renant donc le logarithme de^ deux membres de 
'équation , on a 

;5= log (cosr + ^/IITsin^) , 

g==~ log(cosz--j/-ising) ^^2j 

Ajoutant 
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Ajoutant les deux équations, et observant que la 
différence des deux logarithmes est le logarithme 
du quotient, on a 

1 . , fcosz+ v/rr7sînzl 

Par le moyen de ces dernières équations, on ex- 
pri Aie les logarithmes imaginaires en arcs de cercle 
réels. 

1 1 !• Les deux formules exponentielles é^-^^ 

«■"'^^^développées , donnent 

a a.3 



+ 


z* 
a.3.4 


a.3.4.6 


"'^ • 4 


. . • etc. 


'•î^^ 


'= 1 


— 'z |/— 1- 




â.3 


+ 


3.3.4 


3.5.4.5 


*■*• • 


.etc. 



en les ajoutant ensemble , et divisant eusaite par 2, 
on a 



^•*^-^ + •^-•K-i 



..;3| ; - 
OUC08Z=] 



^* . ^^ .ï.. 4:" ;«• 



En retraaçhant la seccmde de la prexoière, et divî- 
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$ant par a t/^^ ^ on a 

^ y 

• z - j» , ^ . . ^ — ^ 

i.a.o i2*3.4.5 1.2... 7 

Ces deuJc deriûères fôrmtilefi donnent le dfêireloppe- 
ment des sinus et cosinus d'un arc en fonction de 
cet arc. 

II}. L*équation ( i3 ) peut se mettre sous cette 
forme ^ ^ 

Cette formule comparée 4 log. f — -j^;;; — j (102) 

et développée ^ donne ' 

. . tane/z tang.^z -teqg/z 

;s == tatig, z H ^ — + 1^— ' + ^ • • • 

' o 07 

1 14. Si on élève les éqiBations'(9j et ( 10 ) à la 

m - — 

puissance ■ — , on aura 

i _ , ^ 

^"*^"''= (cos iP-4-, ^/— i^inz)* 

e~^ « *^~= ( «08 z — /=T sin « ) " 

. . ':- ,' ' «? ''- •. ■■• .. -- ■ 
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quelle que soit la valeur de.0;,doac OD.it généra--» 
lement 

JJ2 ^ ^ jfg. 5 \ J25 

cos — jnt i/^ 1 sin — £=tz (cos z st 1/ «^ i «m i) " , 
n * n V 

quelle que «oit là Yafe^r de — • '^ ' 

115. Au moyen é^ ces formules ^ on^eut gêné* 
raliser ce que nous avons dit sur les extractions des 
racines des quantités .4ç l,a |pr«ie a l^b^i/^ (<4Ç) ? 

soit la quantité ( ^ dt ]l^y.^^y^fff^W»^Sffm9iT^ 

écrire sons ie Copme sûiyantô' 

"1 * .\<\ • 
(a , fcv^=IT\» i ^ • 

\r ' r / ^ ^ 

• ' '" * '' ." ''^ " " & 

Soit 9 l'arc dont le cosinus est -. et le sini^.fr^: 00 

r r 

aura v • < r. - 

.» 

( a db 3 |/— 1 )^- =ç; r » XX*^? f sfc Vx— 1 sin ^ )^> 
= r » X ( cojï — ± l/~ sin - .\: 

où l'on voit que cette expression conserve jouij^ur^ 
la forme m^=:n y^^^. 'a 

Ces formules appliquées à la j^ésolution des équa^ 
lions du troisième d^ne , ^dant\épt jHje^eaqpte^ion 
très-^imjple de ses racines, lorsqu'elles sont dans le 
c^s irréductible. . 

Sôit réqûatiôn 



._!-'r^^ ' i .'•-'• i-^^ '-"-"^ 
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OD sait goi'une des racmes est - * 

cette racÎDfe est réelle, lôrsquVn a — > — 5^* (^9)^ 

elle se {^éaente cependant ^6ùs la forme imaginaire * 
dont il n'a pas été possible, de la débarrasser , au-* 
trement que par les formules de la trigonométrie* 
Soit fait 

on aura . : r* » * 

Af = (a +-b i/~)'+ (a—b |/Iiry, 



et • rs= /^4^' ^fX £- 

27 



a 



si Ton' désigne par ^ l'angle dont, le cosinas est — , 

r 

... . b 
et le sinas —, on aura 
r 

: (o=fc*V3I)'= r'^cos! =fc v^^sml )r 

or comme au même cosinus — répondent les angles 

ç , 3 T + ^, 4 r -h ^ ?,2 'T étant Je rapport de la cir- 
conférence au diamètre, ou aura 
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i ■ / V, 



5 



oxx « =z= r^x fl'-coïi-^il. 







27 

aînsî toutes les quantités qui entrent dans ces raci- 
nes, «ont fopctwns àesoo^âenspf ^4e l'^a- 

Soit-I'égcfation ' " ....j«...^ '' 

X —5x — I =0: 
oca-ici' •■•>•■• •.■- c'.. ••-*■;:. ■ !.. • 



:r. 



a = -,A=- /3 ,r»i, cos p=-. 



a' 



doncrr =='ed' : et paf tsôtiséqûent le» trois racine» 
de Jegioatianaeiront ..,.;• .... ; ., 






' X ==: a côsào* ^ ' 
*"* *r=.a;cosi4o%..", oa' « = acoâa6o% 

' '■ 'm' 3''" 
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On résomiroîtavecla mèofe facilité, par les for- 
mules de laf^ri^ôûcrmétrie , le cas où Tequation a des 
racines imaginaires. 

/ 1 1^^ Oy ^ yu (44)' qufiiqç équation d^la formo 
•t»»t" — ï.î= o a une racine réeUe = i , et sr * , ra- 
cines imaginaires représentée? par ct,**,*^,**,..**",.. 

Soit i=^db& \/—x =r^-±-v/— 1 } 

on aura donc 

ct*.l^X • l = y^(>W>s f V =*= v/^Tsiii 2 (p) 
£t^C . . . "• = if r< C08 3 ??V= v/=^ sin 3 <p) 
it^ == r* (cos 4 P db V^^^ sin 4 ? ) 

'et .... = v-»"»v-V 

et** === V^0d«.3l|^=fc t/^^ sin 2Â: ^}. 

On a aussi t ':. 

/»•*+' (cos aA+i.^ + v/IITsinflA:.rl:,.lrO.= ^ 
r**^* (cos 2^+1.^— v/^sin *îA + i.^)ï=i 

Ajoutant d'abord entr*elles les deux équatibn&> et 
ensuite retranchant la seconde 4^ la première , oa 
aur^ iQfird^iWrjuJMaBtesç , r. \; ' c ;; - - ^^ 

La de rnière de ces deux éqatlteWs *t'<ïtU^ i'^rô 
n k+ i.D doit être «M^jOiiiltirie de, la circonférence, 
par conséquent = 3 ott; majspour lors,co$aife4- 1 ^ 
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9 == ■■ ' . ■ ' : ainsi la formule' efén'érale de toates les 

racines'de Téquatien ic**^' — r- 1 = o, est , 

5km7r . 2mw 

xz= cos —z d= i/— 1 sm— 7 . 

2* + 1 _ . »*+l 

' ' i r • ' 

Cette formule convierit ïnème à la racine réelle^ car 
l'on a a''= 1 y et faisant m + o dans la CociDale gé- 
. nérale , on a x = i • , 

Faisohscoraîntenant^u^qùeâ applications de^ for- 
mules du (n\ 89 et^iiw^ç ) àû oéveidppeçieDt des 
fonctions transcendantes, 

117. l^ Soiti?'aT=:;-a^, 0n aura 

* or ,a*=p 1 + i^Jog.a( 107); 

donè F',xz= a' Jog, a.., Ppyr j?v^jx F" x^ on subs- 
tituera* :t + it à la place dé x dans F^x=^à^ log. a ; 
et comme cette fonction dérivée est égale à la ifônc- 
tîon primitive muItipUee-par la quantité constante 
log. a y il est visible <}ue la fonction seconde sera 
/égal? à: lé fonction prime ^smilîpliée par jtog a : oa 
aura.d^nja « . r . ' 

F" X = a' (^log, ayi 

par la même raison — 

F"x=:F'x><.\og.a=2a'{\og.ay^ 

et ainsi des autres t on aura donc 



a*+* 



=a'[.H-*loga+^*^ 

M 4 
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Si on divise par a% et qu'on change h en x, on 

aura 

o* = 1 + X log. a + — ( log. a)* 

X* '■ ■ -x* ''' " 

Ii8.a'. Soit .1. 

Fx = log. «... F( a? +,A ) = log, <;!:+*): 
ou FC * + * ) — J?" (*)= lôg. (* + •/&) —log. jr 

Le premier terme du développement du premier 

membre, est kF' ir; le premier terme dii dévelop- 

:: k ' * 

pement du second metnbré est - ( los )a donc 

• ' . . •• '' •" 'v '•■' • ^— - •' ■ 
pour avoir F' x , <>n./9i»bstituei[a x 4^- £ à la place 

de X, et Ton développera jusqu'au second'tèrme j 

on aura ainsi 

1 1 k .• 

X •\' k X «•* 

donc f"^ ar s==; -T- — - . . . . 

On auraF'" jp, en substituant x + ^ à la place de x- 

dans *— —, en développant jusqu'au second termes 

^ ? ■ 

ainsi — = — • — -K ■ . y • 
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donc F'^' X 



.on aura donc 

log(«+*)=Iogir+^-- '— + r^-. etc. 

lt9.5^.3okJPx^s\nx...F(x^^k) 

== sîn (x +'k)i=Lsm X ces A -f ^în ^ cos X 
On a déjà trouvé (.lia) ; 

cos^= I ... sînit =it ^. 

donc le coefficient âi^ terme contenant J^, est cos x^ 
par conséqutot J^i^,= cos x. Poui^ déterminer/'''^, 
on mettra at+X: à la place de x dans -F^ > == çoâ^ , 
et Ton aura 

cos ( a; + * ) ='côs x. cos A — sîn ^.sîn A; 

mettant à la place de sin A; , cos it^ leurs valeurf dé^ 
veloppées^ on a pour coefficient. do second ter- 
me — sin :!: ^ doiifiF^x = — 7 sîn jt ; maintenant îl 
est visible qqè * 

F'" x^rz—'QQsXy^.. P^'xz^ +y}n X. •*• etc. 
Monc 

sîn(#+ AY=:8Înx+Â:cosrc cos a;—- sîn x+.^ 

a 2*3 

On trouvera aussi par un calcul sembla^ 

Lie, 

i* - *' . 
cos(x+k)=?cos X — kûnx rcosa? + . -H^sîn4;+ ..• 

• • . •'^•••..- \^ • • -^ 2 . a.5 , 

. .IZO. 4^Epgn soit , ,. 
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on aura ^ 

|/m désire ici une incommensurable, ou une ima- 
ginaire ; il est d'abord évident qu'il suffit de troover 
le coefficient du second terme dujdéveloppemeQt^ 
car le coefficient une fois trouvé, on connoît la loi 
par laquelle les autres dérîventjdû 8ecùnd:.p6ut ne 
rien supposer qui n*ait é^é démontré » on fera 

Soit ensuite ' * / "^ 

Soit encore 



log. (x +^)==*4' 



On pourra écrire 

•«••"3^=1+^— +...(io8) 

8f m est positif , \/Th. ç — représentera une quau-^ 
tité réelle , et en développant ( IP7 ) on a 

k k 

1 -f- |/ot-* — h» ..=H-^--l:etc. 

mais r - 

k /" itV k 

P'Z — ^^ÉTl -I + - )— V +- . etc. ( 103 ) 
X \^ -X y X * 

donc -^ = ^/m , et par con^éqd'dntié secondTter- 
me du développement de^ > 
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sera |/m. x k... 



donc F[x =i x/^.x 

Sirn est négatif,. yCîn = n j/^ j 

- k • jt' ' 

et y^»^ •*-=»»♦ f-|/-^i.é. 

• . . y .. . /flp 

' n^. —pourra être pris pùat tin tttts dé cercle réel , 
qu'on désignera par « ^ et on «ara 

Z» 

or cosz = i— — ••• 



et sînz:=;=:z-+-A-^-=3=/j^,-,.. , 

2.5 •'*^ . . 

donc le coefficient de k sera — riet par. co»- 

séquent F^ x = n y^ITl xf!-^ ; 

d^c là Ibî do TftWifefeppëment du frinome, lorsque 
l^xpô^nt ^t^iibbtnnyenMirable ou hnàginaire^ eét 
ÏÊntètùt ^ l^drtrti «posant entier. 
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Des diffërei\tes espèces de séries qui déri-- 
vent des progressions arithmétiques et 
géométriques. 

121. Parmi les différentes suites dont on s'oc- 
cupe dans l'analyse \ les plus iitiles- sont celles qui 
dérivent des progressions arithmétiques et geomé-- 
triques. On nomme les premières séries des nombres 
figurés , ou des nombres polygones 3 et les secondes 
sont appelées si^ries récurrentes. . 

Pour former les nombres figurés ^ on prend une 
suite de nombres cottstans, t^lequ» 

On en foi^e une seconde en prenant la somme 
des termes correspondans de la première : on aura 
ainsi la suite , , , ^ 

i.2«3*4«5.6«7«8«9.** 

On formera la troisième, en prenant la somme 
des termes correspondans de la -seconde; on aura 
ainsi la suite 

i.3,6.io. i5.3i.28.56,. •• 
On formerala quatrième, en prenant la somme 
des termes coTrjS3iy)adans de la troisième y on aura 
ainsi la somme - ' ' * 

i.4.io.i2o.35.56.84.i2o.i65^ 
et ainsi des autres.^ ; -. • 

,La premipresaîta est appelée suite des nombres 
constans ; la seconHe ; suite d^es, nombres naturels ;. 
la troisième, suite des nombres triangulaires j. la; 
quatrième, suite des nombres pyramidaux. . • etc» 
On les nomme figurés , parce que les quatre pre- 
miers ordres se déduisent de quelques considéra-' 
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tîons sur les figures de géométrie , comme on peut 
le voir dans les Elémens d'algèbre d'Euler^ 

La manière dont on a vu que se forment ces séries^ 
nous indique que si on prend la difFérence de cha- 
que terme au précédent 9 on formera une série qu'on 
appellera série des premières différences. Par exem- 
ple : si de i65 on retranche* 120^ on aura 45 : si 
de 120 on retranche 84* on aura 56 :.si de 84.0a 
retranche 56 ^ on aura 28 , e| ainsi des autres. Etant 
donnée^ par ézemplp, 

La série des nombres pyramidaux ^ 

i.4«ib;2o;35.â6.84*i2o,ï65, 
on formera la série des nombres triangulaires 
i.3.6.io.i5.âi.28.36.45, 

qu'on nommera série *des premières différences ; 
parce que chaque terme est la différence de deux 
termes consécutifs de la précédente. 

Si on prend pareillement la difff^rei^cç de deux 
termes consécutifs dans la série des nombres trian- 
gulaires, on formera la série des nombres naturels, 
qu'on nommera série des différencésr secondes, par- 
ce oa'effectivepi^nt, chaque terme de cette série 
est la différence de la différence des termes de la 
première* \ 

Si on prend, encore la. différence dé deux termes 
consécutifs dans la série des nombres naturels, on 
formera la série des nombres constans^ qu'on nom- 
me série des différences constantes,' paVce qu'en 
effet les termes de cette dernière série étant les difr 
férehces des termçs d'une progression arithméti- 
que^ et ces différences étant égaljês , "il s'ensuft que 
les termes delà série dont on s'occupe , sont égaux 
et constans. 

1 11. Une des propriétés les plus remarquables 
des nombres figurés^ est que si on élève un bî- 
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Si on finît le calcul indiqué, on trouvera rexpressîon 
suivante pour le tôrme général de la cinquième 
^rie. • • 

n. n -f- 1 . n + 3.» + 5 . 



En^général^si 



^ 1.2.0.4 

n. n+ 1. n + a... n-^ m-^ 
i.a.3.4... OT— ixni 



est le terme général d'une de^. séries des nombres 
figurés, le terme général de la série d'un ordre plus 
élevé d'une unité, sera 

n.n + i.n+ 2...n + m- — .!• n— 1» 

Les termes généraux des différentes séries que 

nous venons de trouver , ne sont autre chose que 

les coefficiens des termes consécutifs du binôme de 

Newton : il y a pourtant cette différence , que. le 

coefficient du troisième terme du binôme, par exem* 

, n. 7ï — 1 ■• • , Ti.n + 1 
pie , est = — ^/tandis qu du {^trouvé : 

pouf le terme général des nombres triangulaires : la 
raison de cette différence est que dans le binôme , 
chaque coeffîcielit, à compter du troisième terme, 
présente la somme d'un notnbre.d^ termes moindre 
d'uneunité j et par conséquent , dans le troisième 

terme du binôme*, » devidnt'/îU*»i., et — ^ ' se 

change en — > * ' *^ : par la même rkîson, dans le 

coefficient suivant, /x devient n -^^2^ et p<^r .consé- 

n.n + i.n +2 , n.n — i./i — ^ 
quent — ^ : ^^- se change en* ?^ . 

X24. 
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1 14* h*e terme somtnatoire des séries ^ue nous 
considérons, n'est pas difficile à trouver j car il est 
visible que le terme s^mmatoîre d'une des séries des 
nombres figurés ^ est le terme général de la séria 
suivante : ainsi 

Xe terme sommatoire de la série des nombres 
constans == tï. 

Le terme sommatoire de la série des nombres 

I ^ n.n + 1 
\ naturels = • 

Le terme sommatoire de la série des nombres 

, . n.n ^- i.n+ 2 

trianffulaires £= — — — — - — — — ^. 

Lé terme sommatoire de la série des nombres 

I pyramidaux s= ^ , ■ ■ ■ • 

! ^^ 2.3.4 

I4tÇ. Pour former les nombres polygones', on 
I suppose une progression arithmétique dont la diffé- 
rence est d : on prend successivement la somme de 
tous ses termes^ depuis le premier jusqu'à celui du 
rang n : cette somme est le terme polygone de la 
■ série correspondante': d'où il suit qu'il y aura autant 
de séries polygones différentes y qu'il peut y avoir 
de progressions arithmétiques différentes. 

Soit par exemple la progression arithmétique dont 
la différence est a , 

i*3.5.7.g»iiéiS.i5.i7,i9* 

On formera la série des nombres quari^és 

1 i.4.9.i6,35,36»49.64.8i.ioô* 

Sî la différence de la progression arithmétique 
est 3^ on aura 

i.4«'7«io«i3«i6« iQ. 22.264 
nu N , 
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et Ton fermera la série des nombres pentagones 
i.5« i2, 22.351 5iy7o. 92, ii7« 

Il est facile de trouver le terme général de ces 
sortes de séries ^ car il est égal à la somme de tous 
Jes termescorrespondansdela progression aritiimé- 
tique dont elle dérive. 

Soit Une progression arithmétique dont le pre- 
mier terme est i y la difierénce est d, et le nombre 
des termes n ; la somme de tous les termes sera 

(2+^»~^) — 
• ,3 

ce sera le terme général de la série polygonefe t si 
le rang du polygone ^stmyd=^ m — 2, et mettant 
cette valeur de d dans l'expression du terme gêné- 
ral^ il deviendra 

{m — 2 ) n'— (m — 4 ) /ï 
2 
Soit par exemple 

i»=5, etn = 6, 

on auta le sixième terme des nombres pentago-^ 
naux = 5i. 

1 26. Les différentes suites des nombres poly* 
gones , et des progressions arithmétiques dont 
elles dérivant 9 ^ont comprises dans le tableau sui- 
vant: 
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»95 



PROGRESSIONS 
A&ITHIIJÊiTIQVES. 



SUITES DES NOMBRES 
POLYGONES. 



[5.5. 7. g.. . . . . . .an^-^i. . 

4. 7 • 10. i3.. ..... . 5/î-r? 

^5,9. i3. 17 4/2—3 



•r *^ r /2.n+i 

I .d. D« lo.io* • • • . ^ 

2 
1.4. ^.le.aS n* 

'C 'zc (3/2—1) 
1. 5. 12, 22. 35.... n^ ^ 

** ' '- 2 

i.Q.îi5.28.45...n (3^2 — i) 



I + d.I+2{/.l + 3c?...l+C&2-Hi 



I.2+rf.5 + 3ci.(2+d/2— rfW^ 

a 



1 27. On trouvera la valeur du terme somma- 
T tolre ^ ou la somme de tous les termes d'une suite 
de nombres polygones , par un raisonnement sem- 
blable à celui que Ton a employé pour les suites 
des nombres figurés. Soit S la somme de tous les 
termèis d'une suite, ^S la somme du même nombre 
de termes diminué du dernier, c*^est-à-dire , dimi* 
^ nué du terme général^ qiié l'on désignera par T : 
on aura évidemment 

Par exemple, dans la quatrième suite ci - dessus , 
la somme des cinq termes i + jB + i5 + ^8 + 45 
^ désignée par S^ = la somme des quatre premiers , 
désignée par S ; plus le .4^^^^^ repi;é,s|pté p^r T : 
si Ton connoît la forme de S, on connoîtr^a celle 
de '«y, et on connoît d'ailleurs celle deTj il n'^y aura 

Elus qu'à déterminer les coefBcieus arbitraires, par 
i compar^sQU des termes. ^ 

N ù 
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Soit, par exemple , la série des nombres qnarrés 
dont on demande la somme de tous les termes*^ 
n étant le nombre des termes. Le terme général 
est ici 71% et le terme sommatoîre'^era de la forme 
suÎYante 

^n^ -{- Bt^ + Cn + D: 

noas le représenterons par S -y lasomme des ;z— i \ 
termes précédens^ où 'iS'sera exprimée par 

•t on aura Tégoatiôn 

^n^ + Bn^+ Cn+ D 

=u^(n— iy+JB(n— i)»+C(n— i)+Z) + w*..v 
ou en développant les binAmes et réduisant 

— 1 + 25.— 5 

+ C • 

ce qui donne 

u^ = -—.*. 5 = — , 

5 ù 

^ C^^... i3 = o. 

6 

. ^ n^ n* n . 

donc ty = -— ^ h -...«!/»= 5 

3 . a 6 

125 25 5 35o ^^ 
ona ^»_+-+g=_=.55. 

Soit la suite des différentes puissances des nom- 
bres naturels 

i" + a* + 5"^ + 4*" + 5"* + 6" + 7^ + . . . + /î". 
Il est visible; que le terme général d'une pareille 
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snîte est tT. La somme'de tous les termes contien- 
dra une puissance d'an degré plus élevé que le ter- 
me général ^ on pourra donc la représenter par 

.^iy=^(»— i)"+'+jB(7z— ir+C(/2— i) + D(/z— i)-^*+r 

développant tous ces binômes ^ on a 

i 

l • a 

2.3 



+ B|7^~— I 



, m.m— ï ^ . 



'i 2.5 • 






2.5 



n*"-^. 



Substituant les valeurs de iJ, ^iS et T dans Féqua-^ 
tion 5 == *«S + |r, on trpuyera 

-^ = . . . jB=-. . . C ^=t~ — .„Z>=...etc. 

m + i SI 3.4 

ce qu! donne pour les premiers termes de la va-», 
leur de S 

•S ==-——- + — +-=^ .+^-eta 

172+1 J2 3.4 

II est utile de remarquer que le premier terme 

N 3 • 



Il 
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de la ▼aleur de 5*, est lé terme général fT élevé à 
bnepaîssance plds hàtîtë d'une unité ^ et divisée par 
Texposiint de cette puissance : et lorsque n sera 
plus grand que tout nombre assignable^ tous les 
autres termes di^iiaroîtrbnt devant le premier; et 

Ton aura 3=^- . 

Des i'érîei récurrentes. 

1 28. Ou nomme s?rié'y ou suite récurrente, toute 
suite dont le coefficient de chaque terme est égal à 
un certain nombre de coefficiens précédons , mul- 
tipliés cli'actm par une qùatltité côhstant'e : on peut 
concevoir les suites récurrentes , comme dérivant 
des^ progressions g?omé<rique§ , ou comme le déve- 
loppement d'une fractionjationneile algébrique. 

Soît eîi effet la fraction r 9 dont le dévelop- 

a — ic 

pementest 

X X* x^ X* x^ 

1 + - + -- + -T-+ ::r^'T- • • • C^kèb. laS) 
a a* ar cr a^ v o / 

t '. * V • . • « . 

Cette série est évidemment une progression géo- 

X • 

métrique , dont le quotient est — . 

Soit infraction' 

S-^x 



• 1 +4f-^2»* 

En la développant , on a la série 

S^^éx+ i4a?* — sL^x^ + 5olr*'-*94i^.. 

. On auroit delà peine à appercevoir. 4'abord les 
rapports de cette Série àvec les jirôgrésisîons gëo- 
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métriques; mais si od décompose le dénominateur 
de la fractioQ.en ses factears simples (^Igéà. 127), 
on troQTOra 

5 + x n 3 



i-h« — ax* I — X 1 + 20:, 

Cliacune de ces deux Fractions étant déyeloppée ^ 
donnera une progression géométrique^ et la^ somme 
des deux formera la série première. 
En effet 

-^=?»ji + 4r + «■+«' + x^ + *'... I 

Les deux cuites réunies donnent 

5 — 4jc+ i4a?' — 2^x^ + ÔOJc* — géix^.,. 
Toute fraction rationnelle développée en série par 
la méthode des coefiîciens indéterminés, donnera 
une série récurrente ; la fraction qu*on développe , 
est appelée fraction génératrice. . 
Soit la fraction - 

*^ ^ zu^-^-Bx^-Cx^+Dx^^Ex^..: 



l+pX-irfX' 

En faisant évanouir le dénominateur du premier 
membre^ et comparant ensufte tes termes qui sont 
multipliés par là même puissance de Arf^J^^^aaS), 
on aura , pour déterminer les coefiîciens , les équa^ 
tioiis . ♦ 

ï) + Cp4'Bq=iô.?.^^Dp+Cç = o..:etc. • 

où Von volt que chaque coefficient , à partîr du troir 
sième , dérive des deux qui le précèdent immédia- 

N 4 
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tement , molripliés par — p — y } c'est-à-dîre , par 
les coefBciens des termes affectés de x dems le dé- 
Dominateur de la fraction génératrice^ pris avec des 
signes contraires. La quantité — p^^q^ est appelée 
rebelle de relation. 

1 29. Prenons une fraction génératrice très-gé- 
nérale/ teUe que la suivante 

^g + fey + ex" + dx^ +fx^ + ... + rx^' 
^-hBx'\'Cx^+Dx^ + Fx^ + ... -H^îx" 

dans laquelle le dénominateur a , au moins , une 
dimension de pluà que le numérateur : en fa déve- 
loppant, on verra que les coeflScîens de chaque ter- 
me, à commencer par celui du rang n^ dépend d'un 
nombre n de coefficiens précédens, et que si on 
regarde le coefficient de chaque terme comme une 
fonction du nombre qui désigne le rang qu'il occupe, 
on pourra désigner celui du rang m -4- n , par 
F(m+ii):cé\m du rang précédent, pari^(m+ wt— 1}} 
celui qui précède celui-ci , par F(m + n — 3), 
et ainsi des autres : Téquation qui exprimera la dé- 
pendance des coejfficiens, sera 3 d'après l'exemple 
précédent^ 

+ DF{m+ii'^3)^... + SF(m)=o. 

Soit F{m + 7i) := /3"*+*, 13 étant une nouvelle 
îndéterçiinée qu'il s'agit de connoître : l'équation 
^précédente deviendra 

^i8« + Bi8'^' + Ci8»-+Z?>-^+...+*y=o... (i) 

En comparant cette équation avec le dénominateur 
de la fraction génératrice. ^5n voit qw si on fait 

(issz^les deux fonction^ deviennent identiques: donc 
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Sî ce' A y A*, «fc'". . . etc. sort lesracineis du dénomina- 
teur deia fraction génératrice égalé à zéro ^ 



sont celles de Téqnatlon (i), et que par consé- 
quent 9 si on sait décomposer le dénominateur de 
la fraction génératrice en ses facteurs simples , on 
aura facilement les racines de cellô^ci. 

130, Occupons-nous maintenant de la reclier- 
che du terme général ài^^ séries récurrentes , et 
'pour rendre. la méthode plus sfmpleet plus facile à 
saisir , appliquons-la à quelques exemples. 

Soit la ^érie résultante du développement ^e la 

- . 1 + kx 

traction : 

I + /) X + gr jp* 

si-. -sont les racines de l'équation du second 

degré q x^+p x+ 1 = o , la fraction génératrice 
pourra se décomposer en deux fractions simples 

^ , B 

"1 . 



1 — ÉtX 1 — lèx' 

et la somme des deux séries résultant du dévelop- 
pement de ces deux fractions sera égale à la série 
résultant du développement de U fraction proposée: 
doncje terme général de la série récurrente sera égal 
à la somme des deux termes généraux des séries ré- 
sultant* du développement dès fractions simples; 
mais il est visible que le terme général de la série 

résultant de là fraction est ^ a'^' a;"""* , 

1 AX 

et celui de Ja série qui résulte du développement 
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B * . . ■ ♦ 

de la série -— est B ô*""' x"""^ : et les deux ler- 

1 — ^x ' 

mes généraux sont ceux de deux progressions géo- 
métriques : donc la série récurrente qui résulte du 

développement de la fraction — est 

i+px + g^o?" 

égale à là somme de deux progressions géomé- 
triques. 

Si le dénômîiîiatear de la fraction génératrice 
peut se décomposer eti trois ou un plus grand nom- 
bre de facteurs simples ^ la série récurrente serçi 
égale à la somme d'autant de, progressions géomé- 
triques qu'il Y aura de facteurs simples , et le terme 
général de la série récurrente sera égal à la somme 
des termes généraux de chaque progression géo- 
métrique. 

Soit la fraction ' 



1 



1 — 5z+6z** 
qui donne par son développement la série 

Le dénonainatëar de la fraction génératrice peat 
se décomposer en deux facteurs simples 

Cx— az) (i-.3z): 

donc la fraction ^ décomposera en ces deux frac- 
tions simples 

^ B . 

+ 



On trouvera, ;par les méthodes expliijaées (u^f/- 
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les deux fractions partielles seront donc 

. — ^ + — T"- 

l-^flC 1 — ox 

On a îdî <fr == â , et j8 = 5 : 

âonc lé térihë généf dl de k série récurrente ci* 
dessus sera 

131,. Si le dénonlinatèut de Ja fraction géné- 
ratrice avoit des facteurs égaux tels que (1— > x)*, 
le numérateur de la fraction partielle serait néces- 
sairement de la forme 

a + bx.m. ( ^Igèb. 123, ) 

et la fraction partielle seroit 

aëVëloppàht te bîiittWè, iét ndultîplîant par a+ ôo?, 
on a les deux séries 

* . <2{i+i)^+3>*jp*+4j;V+;i.*......ekci} 

-4-^{o+ X 4- iï j' ^'+3 >V-4-4>V. •••••..} 

Le tertie général de la première est évidemment 

celui de la sébonde est 

Ô/2— !.>»-• ar»"', 
et par conséquent les deux réunis seront de la forme 

(M+Nn)x'''\ 
Soit la fraction partielle qu'il s'agît de développer 



{x^xf 
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on formera les trois séries 

+4{o+ x+ 4tx^+iox^+. . . •} 

Il est visible que la loi des coefficiens de ces troiV 
séries est celle des nombres pyramidaux , et qu© 
par conséquent le terme générai de la première est: 



2.3 

celui de la seconde est 


9 


2.5 

celui de la troisième est 


7 


n— 2 .iz- 


-i.n 



2-3 

La somme des troi^ termes réunis sera visiblement 
de la forme 

' 3 

Dans Pexemple proposé^ en remarquant ^toutew 
fois , que la loi né se manifeste qu'au quatrième 
terme , il est aisé de voir que si la fraction |^néra- 
trice avoit un facteur de la forme (i— >Ar)*^.le 
terme général de la série qui en résulteroît serbîk 
de la forme Suivante : 

n étant toujours le nombre des termes; ^ 

132. Il reste à examiner le cas où la fraction 
génératrice auroitdes facteurs sim})les irikagînaires: 
oii sait qu'en pareil cas les facteurs imaginaires sont 
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tm nombre pair , et que pris deux à deux ils dop« 
nent un facteur réel du second degré (42). Ou. 
aura donc une fraction partielle de cette ïoqpe 



i + px-^qx"^ 

qu'on développera selon les règles ordinaires , et 
l'on s'assurera facilement que le terme général ne 
contiendra pas d'imaginaires , ou s'il en a en appa- 
rence , elles se détruisent mutuellement. ( J^oyez . 
Euler, Introduction à l'Analyse, pag. 173.) Il ré- 
sulte des considérations précédentes , que le terme 
général d'une série récurrente sera toujours la 
somme d'u^nombre n de quantités exponentielles, 
faciles à trouver par la décomposition du dénomi* 
nateur de la fraction génératrice en ^es facteurs 
simples ; et réûiprçquement , la somme d'un nom-> 
bre d'exponentielles multiplieras par des quantités 
constantes ou par des puissances de n ^ eflcprime 
toujours le terme général d'une série récurrente 
d'un ordre égal au nombre des termes ^ont est 
composé le terme général. 

133. Proposons-nous maintenant le problême 
inverse ; étant donnée une série récurrante , dont 
on t)onnoît l'échelle de relation ^ trouver la fraction 
génératrice dont elle est développée. 

La série récurrente étant représentée par^- 

^^BxAr.Cx^-\'Dx^+Ex^'\'FxK . . 

sî la relation entre les termes consécutifs T,S^R,Q, 
est donnée par l'équation 

le dénominateur de la fraction génératrice sera 
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fjq^T étant àe^ quantités connues ^ et son nnoié^' 
rateur pourra être représenté par 

ajh, c étant des Inconnues ou'il s'agit de déter- 
miner j on aura donc Téquation " 



i+px+^x^' + rx^ 

. =u4+Bx^Cx^'i'I}x^^Ex^+Fx^+... 

Faisant évanouir la fraction , et comparant les ter- 
mes semblables , comme si on vouloit déterminer 
^ ,B, C,D... on aura les trois équatiqns 

mais dans ces trois équations tout est connu dans 
les seconds membres : doi^c a^^^ c seront déter- 
minés. ^ 
Prenons pour exemple la série 

S^^4x+i4tx^ — aax^+Sox^.». 

dont Téquation de relation est 

c'est- à-3ire que chaque terme est égal à debxToIs 
le tenne qm le précède de deux rangs , moins 
celu*ui le précedeimmédiatement. .. Le déno- 
minateur de la fraction génératrice sera donc 

i+x — 2 a?*... 

et le numérateur sera exprimé par a+6x: on 
aura donc 

a+b X 

- = 5— 4:r+i4;r* — 22ar' + 5o^... 



i+* — a AT* 
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Faisant évanouir la fraction y on aura 

a+bx = 5+5.x+... 
—4 

donc a = 5 , 5= 1 5 et la fraction qui , développée^ 
a dooné la série , aéra 4 

::;(i28). 



X+x — 2 a:' 



Nous n'en dirons pas davantage sur les séries 
récurrentes; leijr théorie ne peut, être bien déve- 
loppée qu'en employant le calcul aux différences 
finies : npt^re biit étoit de faire appercevoir leur 
analogie avec les progressions géométriques. Nous 
terminerons ici ce que nous aviopsà dire sur TA- 
9alyse,« 
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APPLICATION 

DE UALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE- 



134.L*APPLiCATioN de l'Algèbre à la Géométrie a 
^pour objet de faire servir les jpiéthodes de PAnalyse 
a la déterminatioD d'un ou de plusieurs points d'à-* 
près des conditions données ; si le nombre des con<* 
ditions est insuffisant pour fixer la position du poînC 
dans l'espace, le proolême est alors indéterminé 5 
c*est-à-dire,qu*il existe plusîeui-s points auxquels les 
conditions données peuvent convenir également : 
par exemple , si on demande la position d'iin point 
qui soit à une distance ^donnée d'un autre point 
pris dans l'espace, il est visible que cette condi- 
tion convient a tous les points de la surface d'une 
sphère dont le point donné est le centre : si on y 
ajoute une seconde condition j par exemple , que 
le point qu'on ch^lclie soit dans un plan donné , 
alors les deux conditions ne conviennent qu'à la 
circonférence d'u%cercle dont le point donné est le 
centre. Enfin si on veut que ce point soit à une 
distance donnée de trois plans connus , sa position 
est tellement déterminée , qu'il n'est plus possible 
de le confondre avec un autre point pris dans l'es- 
pace, 

1 3 5* La position respective de ces trois plans est 
absolument arbitraire j mais pour plus de simplicité, 
on les suppose perpendiculaires entr^ux: les dis- ! 
tances du point à chacun de ces plans sont appelées 1 
coordonnées j et les intersections mutuelles des | 

plans j 
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pians sont les axes des coordoiroées qui leur sont 
parallèles» 

Si une des conditions nécessaires pour détermi- 
ner la position du point est qu'il soit dans un des 
trois plans donnés ^ il suffira de satisfaifa à deux 
autres conditions pour déterminer la distance du 
point donné à l'intersection de deux plans avec 
celui sur lequel se trouve le point en question. 

Ces deux conditions sont données ordinairement 
par des équations algébriques, exprimant des rap- 
ports déterminés entre ces deux distances. 

Lorsque le nombre d'équations est égal à celui 
des inconnue^ , le problême est déterminé 5 toutes 
les quantités qui entrent dans les équations- sont 
connue ou inconnues , mais invariables, et la posi- 
tion du point cherché ne dépend plus que des cons- 
tructions semblables à celles dont nous nous sommes 
occupés dans les notes sur la Géométrie ( tome 52, 
page ig4 )» Si le nombre des inconnues est plus 
grand que celui des équations qui établissent leur 
rapport avec les quantités connues,. le problème 
est susceptible de plusieurs solutions; c'est-à-dire 
que la position du point est indéterminée , parce 
qu'il y en a plusieurs dans l'espace qui jouissent des 
propriétés assignées par les équations. 

Les quantitésinconnues qui entrent dans les équa- 
tions sont appelées variables , parce qu^elles sont 
susceptibles d'uûe infinité de valeurs différentes: 
les quantités données sont appelées constantes par 
opposition à celles qu'on nomme \^riables. 

La somme de (ousces points liés entr'eux par une 
même loi forme une ligne droite ou courbe, et la 
description de cette ligne ainsi que la connoissance 
de ses priàcipales affections ^ est l'objet dont nous 
jillons nous occuper. 

] 3<^« La manière de représenter toutes les solu'- 
iii. O 
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tions d'ane équation indéterminée à deux vatîàbW 
par le moyen d'une courbe consiste à tracer deirtt 
Fig. i. lignes XX' ^ Y Y\, qu'on m>mme axes, faisant 
entr'elles un angle quelconque , mais communé- 
jûent droll, à prendre sur VdiXe XX' , au-dessus' 
et au-dessous de l*âxe Y Y' , un nombre arbi- 
traire de grandeurs ^ P^ ^P'.*. ^'P, qu'oa 
suppose représenter autant de valeurs de Tindéter- 
minée désignée par o:^ et à mener ensuite par chaque 
point F> P\.. parallèlement à YY' une ligne PM, 
P' M ... qui représente les valeurs de Tindéter- 
minée , désignée par y, correspondantes aux va- 
leurs données k x : on trace ensuite par les extré- 
mités de toutes ces lignes PM,P'M\ une 
ligne , droite ou courbe ^ dont chaque point four- 
nit une solution de l'équation exprimant en x et y 
le rapport des lignes Jl P ex. P M. / 

L'équation exprimant le rapport àe x ky est 
nommée Téauation de la courbe. • • La courbe est 
appelée le Jieu géométrique de Téquation. • • Les 
lignes jiP , désignées par x^ sont appelées les 
abscisses j et les lignes P M, désignées par j^y sont 
les ordonnées: le point ^, où les deux axesXXI> 
Y Y' se coupent , est l'origine des coordonnées. 

Les coordonnées sont positives ou négatives , 
suivant qu'elles sont prises à droite ou à gaucho 
des axes^on commence par fixer le côté des abscisses 

})ositives à partir de l'origine des coordonnées , et 
e côté négatif sera pris dans le sens opposé 2 par 
exemple, si on Qst convenu de compter les abscisses 
positives dans là direction ^JC>les négatives se- 
ront dans la direction ^ X'. Si les ordonnées posi- 
tives sont dans la direction ^ Y, les négatives ser- 
rent dans la/Iirectîon ^ Y' ; en sorte que les points 
de la courbe qui*se trouvent dans l'angle X^ Y, 
ont des abscisses positives et des ordonnées posi- 
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tiTes ; ceux <Jui sont dans Fangle X.A Y* ^ btit des 
abêtisses positives et des ordoirtées négatives ; cetK 
qui se trouvent dans Panglen^X'jOnt des abscisses 
iiégatives et des ordonnées positives 5 ceui etifiii 
qui se ttouven t dans Tafigle ^ Jj^jC,ottt des abscisses 
négatives et dés ordonnées négatives, 

1 37. Le premief objet de Fahàlyse appliquée à 
la théorie des courbes est de former leurs équa- 
— lions d'après les condîtions qui leé déterminent: par 
exemple^ la circonférence XYJK!Y' étant une FIg. a. 
ligne dont tous les points «ont également éloignés 
du centre, il est facile d'en conclure que si un 
rayon quelconque^ Jf est appelé a,À l'ordonnée 
.M.P est appelée ^^ et Tabscisse correspondante 
ui. P est désignée par x, la condition dont il s'agit 
donne , par la propriété du triangle rectangle , 

J^' + AT^^a-j 
et parce que cette équation ne Cotitîent d'autres 
puissances de x et j^ que les qnarrés, il s'ehsuît 

3u'elle restera la même, soît qu'on prenne les coor- 
onnées toutes deux positives ou toutes deut néga* 
tîves^ ou Tune des deux positive et l'autre néga-^- 
tîve. 

I38, Toulte équation à deux variables xétjt 
peut être représentée généralement par2^(x'j5y)=ôj 
on peut ensuite par Tes méthodes de ranalyse ^ dé'* 
gager jc ou j ,, et l^on aura pour lors 

x±±:f,y,oùy:^(p.Xf 
JF^fi^ étant des signes abstraits représentant des 
fonctions^ côûnues de xety^ à^y p o" ^^ ^ seule- 
ment (i). 



* (i) Cette nsanière d'exprimer les fonctions d'tîné bu plu- 
sieurs yariabled par des signes abstraitâ est très-générale \ 

O a 
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Toutes les propriétés d'une courbe se deduisaiït 
de son équation j les conséquences les plus immé^ 
diates qu on en tire sont relatives à la forme géné- 
rale et à rétendue de la courbe : on peut d'abord 
examiner à quel point elle coupe Taxe' des abscisses 
et celui des ordonnées ^ dans quel angle des axes sa 
trace existe^ si elle est fermée ou si elle se prolonge 
à l'infini... etc« 

139. Les courbes ont été classées d'après la na- 
tare des équations dont elles sont les lieux géomé-> 
triques; on a nommé lignes du premier ordre celles 
dont l'équation «Intre les coordonnées x ety est du 
premier degré : les lignes du second ordre sont 
celles dont l'équation est du second degré, et ain^ 
des autres. 

140. L'équation la plus générale du premier 
degré et à deux yariables esty = axzizb^ dan» 
laquelle^ et x sont les deusç variables , et a et 5 1 
deux coDstaQtes y qui sont censées déterminées^ I 

Pour counoitre le lieu géométrique de cette équa^ ! 
tion 9 prenons deux lignes droites qui se coupent à | 
Fîg. 3. angles droits XX'yYY' : 

soit MP=^yyu^P = x... j 



et présente de grands avantages : on peut voir dans la géo^ 
métrie de Legendre l'^nsage qa'il en fait pour démontrer 
d'une manière très^simple et indépendante de toute autre 

i>ropo8ition préliminaire les propositions fondamentales de 
à géométrie ; elle a été aussi employée par Laplkce pour 
la démonstration des principes fondamentaux de ta méca- 
Inique. Lagrange s'en est servi dans un grand nombre de 
circonstances (Toyes la Théorie des fonctions anàlyticraes)p 
et c'est en partie à cette forme générale d'écrire les fonc- 
tions, qu'on doit l'éléganoe et la généralité de se» démon»' 
trÀtion^ 
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il est visible qa'au point où la Ifgne RM coupe 
Taxe de$ ordonnées , on a 

. x==o: 

donc pour déterminer le point I.,on feraa; = o 
dans l'équation , et l'on aura la valeur de l'ordonnée 
correspondante 

Au point où la ligne RM coupe l'axe des abscisses^ 
on a y=,o*^ 

donc pour déterminer le point iT^ on feray = o 
dans 1 équation y et l'on aura 

h 



X ^OVLudt R 



a 



L'équation générale du premier degré pei|f se 
I mettre sous la forme suivante : 

I ^ ' . 'a 

c'est-à-dire^ quepour un point quelconque Jlf^ on a 

PM FM _ \ 

~2Fziz^R '""^ PR """^ 

et par conséquent le rapport de PM : PR > est 
un rapport constant y quelle que soit la valeur Aey 
et X / donc ce rapport a lieu pour toute l'étendue 
de la ligne M R : or cette propriété est celle qui 
caractérise \eà triangles semblables ^ donc la ligne 
RM ne peut être qu'une ligne droite. 

On voit encore que rîea ne limite le cours de 
cette ligne droite^ c'est-à-dire^ qu'en donnant à x 
telle valeur qu'on voudra , soit positive, soit néga- 
tiire^y aura toujours une valeur réelle : lorsqu'on 

O 3 
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donnera à x une valeur positive , celle de y sera 
toujours positive , si b est une quantité positive ; 
mais lorsque la valeur de x sera négative^ c'est-à- 
dire lorsqu'elle sera prise dans la direction ^R' , 
la valeur de^ sera encore positive, tant qu'on aura 
a X <ibj c'est-à-dire , dans toute l'étendue ^R' : 
mais si l'on a a x >> 5^ la valeur de y sera néga- 
tive , c'est-à-dire , qu'elle tombera de l'autre côte? 
de l'a^e des abscisses: la ligne droite KM^.sevn, donc 
dans l'angle JST'^r'. 

Si l'équation est jk = û^ 4? -* i j en faisant x=q ^ 

on a yr^-^b: 

Fîg. 3. donc le point L'y où la ligne coupe l'axe des ordon- 
nées , se trouvera du côté opposé : e» faisant j^^iO , 

b 
on « X =-: 

donc le point R^où la ligne coupe l'axe des abscis- 
ses est du côté positif 5 la ligne droite V JR sera dans 
l'angle Y'^X. 

Sï Véquation est ^ =; i — aXj,en faisant a? = q . 

on a y = b ; 

fis- ** donc le point L ou la ligne coupe l'axe des ordon- 
nées est du côté positif : si on fait ^ == q , on a 

b 

donc le point R où la ligne coupe l'axe des abscisses 
est du côté positif : la ligne R L sera clans l'an- 
gle r^ X. 

Enfin si l'équation est 

jy^ = — ax -^ b , 
00 y + aj; r\r b=^o ^ 
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en faisant 4? = o ^ on a ^ 

y — — ht 

donc le point £«' où la ligne coupe Taxe ^e% ordon* 
nées est-du côté négatif j en faisant j^^^o^ on trouve 

__^ 

eu * 

donc le point iToù la ligne coupe Taxe des abscisses 
est du côté négatif, et par conséquent la ligne llK 
est dans l'angle XAY\ 

Toutes les fois que dans ^^équation 

on connoîtFa a et 6 , la position de la ligne droite iSZ^ 
sera déterminée : mais si a et 6 étoient indétermi- 
nées 2 il faudroit les déterminer par deux conditions 
{particulières, telles par exemple que d'assujettir la 
igné droite à passer par deux points dont la posi- 
tion , par rapport aux deux axes^ esl connue ; oa à 
être parallèle , ou perpendiculaire à une ligne don- 
née , et a passer par un point donné. 

141. Supposons qu'on cherche réquatîon. de ia 
ligne droite MN , qui pas^ par deux points don- . 
nés iT^ K dont les abscisses Ji PyAP' sont m^n j j ,v 5^ 
et les ordonnées KP ^K' P' sontp, q : on met- 
tra successivement dans Téquation générale, les 
deux premières valeurs m> xi à la place de x^ et les 
deux dernières p^q à la place de ^^ et Ton aura 
ainsi les deux équations particulières, 

dans lesquelles a et ^ sont les inconnue^ : en retrau-^ 
chant la première de la seconde^ ou a 

a= — * — — t 
n — m 

• O 4 ' 



\ / 
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multipliant la première par n, la seconde par m et 
retranchant^ on a 

n — m 

8\ on représente ces deux valeurs^ ainsi déterminées^ 
par a y b\ on aura Péquation / 

y,= a' X '\'V 
dont la construction donnera la position de la ligne 
qui doit passer par les deux points donnes. 
Fîg.S. i42. Deux lignes Jl Ky iS T rapportées aux 
mêmes axes Y JT', XX, dont les coordonnées ont 
une même origine ^ y et qui se coupent en un point 
Oi ont à ce point d'intersection une même abscisse 
u4 M^ et une même ordonnée J^ O, en sOTte que 
pour déterminer le point dlntersection , on n*a qu'à 
supposer que les inconnues x ety sont les mêmes 
dans les équations des deux lignes 

y =za X '\' b».. y=za^x + b\ 
ce qui donne ^ par les règles connues de l'algèbre ^ 

A' — * ab'^a'b 
x = —jy= : — . 



a — a a — a 



On peut remarquer ici que les deux lignes RKj 
S T ne peuvent se f encontrer qu'en un point > 

{>uisqu'on ne trouve pour x ety qu'une seule va- 
eur , ce qui est d'ailleurs évident : on voit aussi la 
raison pour laquelle les équations numériques du 
premier degré à deux ipconnues n'ont qu'une seule 
solution, quoique cliaque équation en particulier 
en ait autant que la ligne droite a de points. Le 
point de rencontre de deux lignes droites M K^ST 
sera d^autant plus éloigné, que les deux coefB-^ 
ciens a , a approcheront plus de l'égalité j et si ces 
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deux coefficlens étoient égaux , les deux lignes RK, 
S T seroient parallèles : d'où il suit que pour me- 
ner une ligne parallèle à une ligne donnée , et pas- 
sant.par^un point déterminé et connu, il suffit de 
déterminer la constante b^ par la (condition particu* 
lière que la ligne donnée doit passer par un point 
déterminé : le coefficient a' étant donné parla po- 
sition de la première ligne. Les côefficiens a^ a 
désignent les tangentes des angles S^ M, donc lors-^ 
que les lignes ^yT^jATi? sont parallèles, ces deux 
angles sont égaux , ce qui est une des propositions 
fondamentales de la théorie des parallèles, 

143* Nous avons considéré, jusqu'ici, les axes 
des coordonnées perpendiculaires entr'euX^ perce 
que c'est la position la plus simple; cependant il est 
quelquefois utile de supposer que les axes font 
entr'eux un angle quelconque ^ maïs connu, ce 
qu*on peut toujours obtenir en changeant la posi- 
tion des axes j leur inclinaison mutuelle^ et l'origine 
des coordonnées. Avant d'embrasser le cas général , 
nous allons examiner ces divers changemens chacun 
séparément. 

1 44. Soit une équation donnée 

qu'il s'agît de construire : supposons d'abord que 
les axes auxquels on veut rapporter le lieu géomé- 
trique de cette équation soient perpendiculaires 
entr'eux ; que l'origine des coordonnées soit en B , 
et qu'on veut la transporter en B" dgnl la position , 
par rapport aux axes A B^ D B^est connue , en 
conservant, toujours la même position respective 
' à ces deux axes. 

Soit i?'c=*,B'cr = i8... 

les ordonnées M P =JK/ l^s abscisses B P :^ x : 
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ayant m^ené par le point ^8^ deax nouveaur axer 
B' ly, B' uâ' parallèles aux premiers, il est visible 
que Tordonnée M P' rapportée au nouvel axe 
z=iy — A, et Tabscisse correspondante J5'P'=jtr — fir 
soient ces deux nouvelles coordonnées- ^^x' :: oa 
aara 

y = y' + *, et a? = a;' + ^ r 

substituant ces valeurs^dans Téquatipu F{x^y)z=zo^ 
elle deviendra 

dans laquelle les deux variables x\ y seront les neo- 
velles coordonnées» 

145. Supposons actuellement que Taxe B'If 
prenne la position B!D"j faisant avec B^D' un an- 
gle donné D'ffD" = <p^ et que Taxe^ J5'^' prenne 
la position jî5'-^''en restant perpendiculaire sMvB'D"y 
c'est-à-dire que l'angle ^'B^^^ =^ : ayant mené 
du même point M une ordonnée MP^ perpendi- 
culaire sur le nouvel axe 3 nous la désignerons par^'^ 
et l'abscisse correspondante B'P", par x^. 

Le triangle P' MQ est semblable au triangW 
P^B'Nj donc r^ngle P"MQ = <p , et l'on a 

JkfQ=ycosç...P''Q=^''sin p.., 

PW'= x'^ sm Ç...B' N^x'cosp..^ 
donc ^ 

MP^=MQ + P"N=:y"cosp + xUm^^ 

et BT'= B'N—P'Q = x" cos ç—^ sin p i 

ces valeurs étant substituées dans 

on aura une nouvelle £pnction en x^^j y^ de même 
degré que la première. On voit aussi que si on sub- 
stitue dans réquation proposée 
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ft -^ y C0S f + x" sin pj 

k la place de ^^ et jS +:t"cos ^ — y sîft 9 à la place 
de X, on changera par une seule opération l'origine 
des abscisses et la position des axes, en les conserr 
vant néanmoins perpendiculaires entr eux. 

1 46. Sionveutsupposerqueiesdeuxaxes-rfd?''JB', 
2?" B[ ne sont pas perpendiculaires entr'eux , et 
qu'ils font un angle J/'' S' Z?" =4 , alors les coor- 
données J3'P'", MP'" se rencontreront sous un 
angle M F'' P" = 4 , et :ji on fait M F" = /" , 
£'P'" = ;t''>naura 

y"=y' sin 4 , et x''= x"'Jr y'" cos 4 : 

^ substituant CQs valeurs dans la dernière expression 
dey et X, et réduisant, on trouvera que lés substi- 
tutions les plus générales pour ^ et j^ sont 

y = flt -4- y" iîn ( ^ + 4) + a?''' sin (p. • • 

:if;=^ + y cos(<p-|-4) -^ x'^' cos(^. 
Vangle 

Soit cet angle ta , son sinus = m , son cosinus = 72 , 
le sinus de l'angle p =p j son cosinus =rçr^ on aura 

- j^ =r « -H /»y + p x'^'. ..x = fi + ny''+ q x'" . 

Telle est l'expression qui représente la valeur de j^ 
et AT, lorsqu'on fait dans leurs positions respectives 
tous les cnangemens possibles. Nous ferons souvent 
usage de cette e:ipression, il est nécessaire d'avoir 
une idée exacte des quantités qui la composent; 
c'est pourquoi nous allons les faire connoître plus 
particulièrement; * 

* est la quantité constante qui détermine la po- 
sition de l'origine des nouvelles coordonnées par 
rapport à Taxo B D i ^ est la quantité constante 
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qaî détermine la position de la mèine origine pair 
rapport à Taxe B ^ : p ^st Tangle que le nouvel 
axe des abscisses fait avec le premier ^ p en est le sr- 
nas, et q le cosinus. « est l'angle que le nouvel axe 
des ordonnées fait avec le premier axe des abscis- 
ses B^ ly , c'est l'angle j£' B! Bf ^ il est la somme 
des deux 

UB'B'^^,e\^B'B! ^" = 4cy 

qui est Pangle que les deux nouveaux axes des coor- 
données la B" et uà'"B' font entr'eux : le sinus 
de et est désigné par in^ et son cosinus par n. 

Si l'on supposoit les nouvelles coordonnées pa- 
rallèles aux premières , et qu'on ne (ît que changer 
Torigine^ on auroit Tangle f = o et l'angle « = oir 
angle droit : donc 

j. = ct +y.. . et * = 18 + :r''\- 

comme on n'a que des abscisses et Aes ordonnées 
rapportées à deux axes différens, à comparer en- 
tr'elles^ on n'a pas besom de marquer x et y de plu- 
sieurs accents^ il suffit d'écrire 

y = A +jr\etx=:2fi + x\ 

En égalant à zéro « ou j8 , on conservera à sa 
place un des deux axes ^ B^omB B ; c'est-à-dire 
que l'origine des coordonnées sera transportée de B 
en Cj ou en C. 

Si on ne veut que changer la direction des axes | 
on fera 

« = G. .. jB = o, 
et on aura 

y = my'-^ px'...etx=iny+ qx\ 

Veut - on changer seulement la direction de 
l'axe A'B\ on fera p=ro , et par conséquent 5^= 1 : 
donc y-ss^my^^lx-^^x' •\' ny\ 
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Sî c'est la direction de B'D* qu'on veut changer , 
en conservant kMF' la même direction^ on fera 

71 == G , et m = 1 : 
donc ^ =y+ p X , x=^q x\ 

Enfin sî les nouvelles coordonnées doivent être 
perpendiculaires entr'elles conoime les premières ^ 
on aura 

donc m=y,et7z = ^ — p, 

ou ^ =; qy-^ p x\ et ^ = gr x'—p y\ ^ . 

Réciproquement si on a Véquation d'une coQiiie 
rapportée à deux axes faisant entr'eux un angle 
connu jé'" B' D" = 4 5 on pourra la rapporter à 
deux axes perpendiculaires entr'eux ^ B y BD. 

On prendra pour cela les deux équations 

y — et=my+px\ .^x-^li=:zny'hqx\.. 

On multipliera la première par q^ et la seconde 
par Pj et retranchant Tune de Tautre^ on aura 

{y'-^)q—{x'^^)p=^{mq — np)y... 

d'où on déduit 

, cas * . *, > ®'° ^ 

sra 4 smiîf 

Multipliant la première par ii^ ^^. ^^ seconde 
par 771, et retrancnant Tune de l'autre, on a . 

( j; — i8 ) m-^ {;^ — « ) 72 = ( m q -^pn) x'z 
donc . . 

On doit remarquer que dans toutes les transfor--' 
mations^ les greipières coordonnées soDt toopurt 
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des fonctions linéaires de celles qu'on introduit , et 
par conséquent TéquatloDi transformée sera toùjonri 
du même degré que la proposée. 

1 47* Nous allons entrer dans quelque détail sur 
les lignes du second ordre , dont Téquation géné^ 
raie peut s'écrire sous la forme suivante : 

y^+ax^ + hxj ^ cy -^ dx +fi=zo. , 
Supposons que cette équation exprime le rap-» 
Fig. 7. portdes coordonnées rapportée^auxdeuxaxes^jBy 
B D, perpendiculaires entr*eux, et qu'on veut la 
transformer en une autre équation exprimant lé 
rapport des coordonnées, rapportées aux deux 
axes A'" B ^ B' D" faisant avec les deux premiers 
des angles connus : en substituant pour x ety h% 
valeurs déjà trouvées ( i46 ) ^ on aura l'équation 

dans laquelle on a fait pour abréger , 

^=S5 m* -{- an^ '^ b mit 

B = p^'hag^ + bp^ 

C=2mjp + aanç + bmq -{' bnp 

F=^ 2ûLm + s a fi n -i- u b n + fi è m + cm+dn 
G = A*'+-afi*+afib + etC + fid-^f. 

L'équation précédente pourra être mise sous la 
forme 

• y'%'Pj+ Q=.o, 

en supprimant les accens , et faisant 

Cx±F ^ Bx'-^Dx + G ^ 

— P étant la somme des racines de Téquationi et 
Q le produit des mêmes racines Ç6 )• 
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^ 1 48. Oq nomme centre d'une coarbe an pointC, Fig. 8. 
tel que si on mène parce point une ligne droite 
d'une position arbitraire et dont Jes deux extrémi-- 
tés sont sur deux pointa opposés delà courbe, ce 
point divise la ligne droite en deux parties égales. 

Toute ligne-// jff, qui passant par le centre dî- 
TÎse^n deux parties égales les ordonnées ain,pç\ 
parallèles entr'elles, est appelée diamètre : si le dia« 
mètre coupe les ordonnées à angle droit , il prend 
le nom d'axe. Le mot axe est pris ordinairement 
dans un sens plus étendu : on donne ce nom a toute 
ligne tracée dans le plan de là figure, et à laquelle 
9e rapporte f équation , comme on l'a vu plus 
liaut ( 1 56 ). 

' 'On appelle axe des abscisses , la b'gne sur laquelle 
se prennent les abscisses, et axe des ordonnées. ^ 
une ligne parallèle aux ordonnées^ et passant par 
un point déterminé. 
En résolvant Téqu^tion 

par rapport ky, oq a ^■. , . ^ 



=_|=.V/?.< 



(0. 



La v^kleurde ^«st.compos^ de deux parties^ sa- 
voir celle qui est hors du radical^ et celle, qui est 
sous le radical. .. , 

La première = -^ !. _--Jest une fonction 

linéaire de xf et si on la suppose =3 Uy on aura l'é* 
quation 

Cx + F 
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f %• 9* éqaarion à la ligne droite A M, ayant les mêmes 
BxesXJS^^ Y Y , et la même origine des abscisses^ 
que la courbe : si Ton fait x = o^ on a 



u = 



2^ 



c'est la valeur àe /É L: la supposition de u^^ Of 
donne 

_ F 

c'est la valeur à&AR f\^ position de la ligne R M 
est donc déterminée par l$i valeur des çoefficieDs 
u£,C,F. 

Si dans Téquâtion ( i ) 0^^ fait ^ -— u = z^ oa 
aura . . 

or y^u^PK-^PS^SK, 

OD a aassi 

+ u-^y^S P — P iC^^zt^ 



-lX^-(?.- 



donc les ordonnées SK, (S'iST prises de part et d'au- 
tre de la ligne R M sont égales , ce qui prouva 
que R M est un diamètre. 

On peut supposer que l'origine des coordonnée» 
est sur un point de la courbe /pour lors on aj^=o , 
Içr^que ^=o, et le dernier terme de l'équation G, 
er; o. La lîjgne X JST', Mpt le diaaiètre RM se con- 
fondent ,si 

indépendamment 



{ndépendamment de la valeur de x : donc pour qua 
les éeux lignes se confondent ^ il faudra faire sépara 
rément 

Les trois équations G = o, 0== o, P=z ô servU 

i^ont à déterminer les quantités d^ jt et ^, ô'u — ^' 

9 

f)oaf que l'origine des abscisses soit sur uh point d& 
a courbe^ et pour que la ligne JtX' soit uh dia- 
mètre : lorsque ces trois conditioas seront remplies^ 
réguatlon de la courbe deviendra 

149. Cette équation est saâg|ptible de tfoîs tbf- 
mes différentes : la première a flR > lorsque j5 = o } 

la seconde^ lorsque — est positif; là troisième ^loi»«: 

3 

que— est h^atif. Nous ne pàflons pas du ca* 

OÙ Z?= t> ^ parce qu^on a pôut lors 



=5=±:cl/^ 



=1= J5 



équation à ta ligne droite, lorsque ^ est négatif, cd 
qui indique que l'équation donnée appartient jàu 
système de dëuS lignes droites qui se coupent à l'o* 
rigine des abscisses ^ parce qu'on a en mêtne temps 
pour les deux lignes j == o , et at == b* 
Véquation C=so donne 



p /^ û an -f b r7f \ 



t 
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Cette valeur sabstitaée dans celle de i3, donne 

et il est viable i*. que j5 =: o, lorsque a = —5 
«*• que — est positif, lorsqu^on a ' 

■ •' '■ . ^ *• ■ 

s*, que i5 est négatif, lorsqu'on a 

1« Jeux j^emîèrestiypôlhèses indiquent que-^j* 

doit être d'uD signe contraire à celui de â? ^ pour que 
les valeurs de j!' soient réelles. 

Il suit* de tout ce qui prépède^ que la conoois* 
sance du signe > et de la valeur des coeiBciens des 
trois premiers termes de l'équation proposée 

^'^ + o *' + ô or jK + • • • — o ( 1 47 ) ^ 

suffit pour distinguer les trois espèces de courbes 

qu'elle peut représenter : lé premier cas donne 

1 espèce de courbes qu'on nomme paraboles / le 

*^8' 9* second cas donne celles qu'on nomme ellipses ^ et 

' le troisième / les hyperboles^ 

Observons encore que les conditions dSô 

b' ^ 6' ^ 5* 



DE M ATàÊMATIQUES. aaf 

indiquent que l'équation formée par les trois pre- 
miers termes de la proposée 

^ + ax* + b xy ssi o 

Î)eut se décomposer dans le premier cas , en deux 
iacteurs simples égàu± ; dans le second , en deux 
facteurs simples imaginaires y et dans le troisième ^ 
en deuk facteurs simples réels et inégaux : donc 
lorsque l'équation formée par les termes de la pro- 
posée contenant j^% Ar% x jr^ aura ses deux racines 
égales y le lieu géométrique de la proposée sera une 
parabole $ lorsque les deux racines seront réelles et > 
inégales , le lieu géométrique de la proposée sera 
une hyperbole; il sera une ellipse , si ses deux racir 
nés sont imâgidaires. 
X^'équatioQ 

* . Bx^ + Dx 

y*-— 2 =" 

est indépendante de Tangle « que font entr^eux les 
deux axes JB' -^''', -B' D', donc elle convient éga- Fîg. j^ 
lement à tous les diamètres , et par conséquent à 
celui sur lequel les ordonnées sont perpendiculaires, 
et qu'on nomme particulièrement axe ( i36 ). 

Lorsque le coefficient £ =2 ^ ^ l'équation de-« 
tient 

cette équation est celle du^ cercle, en prenant la 
signe négatif pour or' ; or uB =s ^ , si on a 

pissiOyêîtsz go% et a = 1 ; 
car dans ces suppositions , on a * 

P a 
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ce qui donne -^=-B ; maïs la supposition de (^==03^ 
• et « = QO* appreûd^que les deux axes ou diamètres 
primiti» sont perpendiculaires entr'euxj et la sup- 
position de a±= 1, apprend que le coefficient du 
^ terme x* doit être le même que celui de y* : donc 
lorsque ces deux conditions sont remplies, l'ellipse 
dégénère en cercle : si on prend le signe positif 

1>our X*, on a Téquation à Ttyperbole dite équi— 
atère. 

On pourroît aussi faire disparpître à l|i fois dç V&r 
quatioA les termes 

jiy\Bx\Dx,Fyy 

eu stipposant 

^ = o, 5 = o,i5 = o,J?^o, 

au moyen desquelles on déterminera coavenabfe-f 
ment les indéterminées 

on auroit alors l'équation 

Cxy + G = ô; 

4Jue tious verrons être, encore à Thyperbote, ett 
sorte que quelle forme que prenne l'équation gêné* 
raie du second degré , son lieu géométrique sera^ 
une des quatre courbes désignées parabole, ellipse^ 
cercle, hyperbole. 

Ces courbes ont été nommées sections coniques 
parce qu'elles sont formées par la section fait^ dana 
un cône par un plan coupant : c'est sous ce dernier 
point de vue que les ont considérées les anciens géo« 
mètres, qui ont découvert un grand nombre de 
théorèmes sur Içur nature et leurs propriété» : 
Descartes , Nevrton , ont observé qu'elles formaient 
la classe, entière des courbes du premier ordre y ou 
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lignes du seGi>nd ordre^ Avant de les considérer 
chacune'en partîculiei', nous allons reprendipe Fé- 
quation générale 3 pour en déduire quelques pro^ 
pnétés remarquables y commuû£s à toutes les 
courbes. 

l5o, RejfrenoBS l'équatioa 

:^y» ^ Bîc^+ Cxy + Z7ar+ i^J^ + G=o (1) 

et mettons-la sous la forme 

y^ + Pjt -H Q= o. • (147) : 

cette dernière équation peut se décomposer eadeux 
fapteurs 

et pour lors on a 

— P = ±CiKf+^') et Q = MM': 

la première de ces deux équations nous apprend 
généralement que dans touce courbe représentée 
par réquation générale du second deg^é, le coeffi-* 

cient jP ou •^— ^ — —j est égal ala somme ^u à 

la différence des racines P M-^ P m, répondant Fig. u» 
à la même abscisse ^ P = Xy d'où il suit que si ou 
prend une nouvelle abscisse ^, P' = x y et qu'on 
Baène les deux.ordoonées P* M,^P' m'jon aura pa:« 
reillement 

' Kjr + .r m^=~ ( ^^Jr^ ) • 

Tetranehant ]a< somme des deax premières ordon- 
nées P'M + P màe cette dernière , on a, . ^ 

P'M'—PM + Fm'^Pm^--^{x — x')% 
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ou JU'N—m'n^: ^-P^'? 

et par conséquent le rapport de M'N — m'n : PP' 
est constant , et le même que celui de C : ^ ; ainsi 
quelle que soit la position, des deux dépites Mm, 
Jf mfy par rapport à la courbe, pourvu qu'elles 
went parallèles entr'ellesj et que les deux droi- 
tes M N ^ m n^ soient parallèles à Taxe, le fepport 
de la son) me ou de la différence desdeux lignes JH'-^T, 
m niP F* sera constant. 

151. Supposons que l'origine des coordonnées 
Flg. ifl. soit transportée dansla courbe ^ par exemple en JJ^ 
ce que l'on pourra toujours obtenir ^ en faisant 

^ = op' =±: «• . . jf' = y ± iS : 

il n'en résultera de cliangement dans l^équs^tîon gé- 
nérale, que dans la valeur des coefficiens CyI},PjG, 
qu'on changera en C, D\ F, G ... -// et S no 
changeront pas de valeur, parce qu'ils -ne renfeç* 
ment pas «t , ni i8 : cete posé^ 
Lorsqu'on fait ^ = o , oif a 
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d^oà OD déduit 

DnxDm _B 

DOx.DL~ ^^ 

c*est-è-dîre que sî une b'gne droite. K h rencontrant 
fine ligne du second ordre O n L B m en deux 

}>oints Oy X», est elle-même coupée par plusieurs 
ignés droites m n^m n' parallèles entr'elles, 1^ 
rectangle des deux ordonné^ relatives à la même 
abscisse DnxD m, oaiy ntXiy n est au rec- 
tangle des deux parties de Taxe d,es abscisses com-* 
prises entre l'ordonnée et les points où cet axa 
coupe la courbe D OxD I»vo« E^OxIfLy 
comme Mx ^\ o^esf-à-dire en raison constanten 
Dans le cercle ^ on a # = u^ , donc 

I>mxDn~D ^XDB. rig.i& 

Si le point Z> est hors du cerelev pav exemple 
en ÎQK, et qae I» posilioa dies axes soit telle qu*iU 
coupent tott» les dieux le cereW/te tliéorême que 
nous Tenons de diépiOBtrer n'en sera pas- moi'm TraM ^ 
parce qa^dans Inéquation générale dit cercle on a 
toujoiH*s ^=: B^ quel que soit Tangle c^isclïnahsoi» 
desaxesf on aura donc ^ dans ce cas> 

jyrfxTrrri^Ul^XiyB\ 

ce qu'on connaît déjà par les élémens de géométrre» 
\ 5 2. Les Goefitciens^, i^nie contiennent d'au- 
tres variables qjue lessin^s et cosinus desangres^«^iV»4^ 
et ^ r donc tant queaes^anglea ne changeront pas , 
le rapp^t dte* D*n xDm : iOT O x D^L sera la 
même ^ d'où' il suit que si deux parallèles m Uy mn 
sont coupées^ par deux au^es parallèles O, L, ÇXlij. 
sav^rlapremièi^ejTs^ w par la troisième OL, et la^ 
seconde i»'^ n' parla quatrième & L\\e rectan- 
gle JOtt X iÎOTLaa rectangle DOx OL :: le rec^ 

P^4 
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tMïgle Zy i»'x Zy m' ; au rectangle D'O'x TfV. 

1^3. Onaiw(i49) que l'équation de la para-, 
bole rapportée à l'axe ou au diamètre est 

eeUe de l'ellip&e 

y-—^ ^^-' 

celle de rhyperbole ^ 

$lon la rapporte aux asymptotes : nous avons obtenu 

oes formes par la transposition des axes^ on par- 

viendroil au même but ^ et d'une manière plus di^ 

recte, par le moyen du théorème démoBtré (i5^>)« 

En effet une des propriétés des diamètres^ est de 

couper les ordonnées en deux parties égales : dono 

P% V ï$- la proportion pixpai mp XpnvBi ^y don-» 

i nera , ea faisani' 

D 

pi=;zpa^=y^mp = »^pn^ S~* 

c'est-à-Klîre 

Dx + Bx^ 

^ ' ' "^ — 0} 

il en seroit de même pour les autres courbes. 

On peut encore rapporter aux propriétés géné^' 
raies des courbes, lâ manière de déterminer leurs 
tfiPgentes^ leurs çoutangentesj leurs normales, lews^ 
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f ous^Dormales , leur, courbure... etc. Mais il sera plat 
simpled'examiner ces propriétés dans chaque courbe 
en particulier. 

De la parabole. 

I 54. On a TU que Téquation à la parabole rap* 
portée a Taxe ou à un diamètre ^ est 

y — ^x, rig-^S- 

OU en faisant 

c*est-à-dire que le quarré de l'ordonnée à Taxe ou 
à un diamètre, est égal au produit de l'abscisse 
correspondante, comptée du point où Taxe coupe 
la courbe, par une quantité constante désignée 
par />, et qu'on nomme le param^/r^. , 

II suit de l'équation de la courbe que les ordon- 
nées à Taxe ^py ou à un diamètre B C, sont cou-» 
pées en deux parties égales par Paxe , ou le dia* 
mètre : il y a pourtant cette différence entre l'axe 
et le diamètre, que les ordonnées /> 3f à l'axe lui 
€ont toujours perpendiculaires , tandis que les or- 
données b d^n diamètre sont plus ou moins rncli* 
nées sur I%ur diamètre : nous ne parlerons , pour le 
moment, que des propriétés de la courbe rapportée 
à Taxe. 

Plus les abscisses augmentent , plus le quarré des 
ordonnées augmentera : donc la parabole est une 
courbe ouverte qui ne revient jamais sur elle-même; 
et puisque de l'équation à Taxe on tire^=dfcv/jôx; 
n s'ensuit qu'elle a deux rameaux égaux , l'un à 
droite de l'axe , ^ Jf , l'autre à gauche ^ B. Si ou 
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prend.une seconde ordonnée à Taxe M' p^ ^^ y^^ 
répondant a une abscisse uip^=^ x', on aura 

cette équation et la précédente j'* ^^p x donnent 

la proportion ^* : y ••*::* : x\ . et j^*= — p- ^^ovt 

il suit que si dans une parabole donnée ^ on ccManoit 
une ordonnée quelconque , et Tabscisse corres*--^ 
pondante , on pourra trouver toutes les autres. 

Pour déterminer cett^ première ordonnée , oa 
prend un point fixe/* sur l'axe ^distant du sommet 

de la courbe d'une quanhté = ^ : on aura dona 

4 

4 ^ ^ 
oa ^yi=:pz 

donc la double ordonnée passant par le point di^ 
Taxe éloigné du sommet de la courbe d'une quan- 
tité égale à j-, sera elle-même égale à p. Ce point 

de l'axe ainsi déterminé est appelé ïe fbver, et la 
double ordonnée m b passant par le Soyer , est 
égale au paramètre de la courbe : ce paramètre ^ 
ou cette mesure constante sert à fixer le rapport 
entre la hauteur et l'amplitude de la paiybàle : en 
donnant à p différentes valeurs y on a l'équation 
d'autant de paraboles différentes, d'où il suit que le 
paramètre est une quantité constante dans chaque 
parabole , piais variable ^ en passant d'une parabol» 
à l'autre. 

I î Ç. Toute ligne FM menée du foyer à ui* 
point quelconque de la courbe, est appelée rayon 
vecteur i et si par un point D de l'axe ^ autant^ 
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éloigné du sommet de la courbe que ce mène som-* 
met Test du foyer /^ on mène la ligne -R*?, per- 
pendiculaire à Taxe , le rayon vecteur fM sera 
égal a la distance MRàxx point M de la courbe à ^ 
cette perpendiculaire. En f^ffet ^ on a 

V 

donc /ifcr=a?+|-— >u^+^-D=4^it 

La perpendiculaire RS est nommée la direc-* 
trice y et il suit de la propriété qu'on vient de dé- 
montrer ^ que si de chaque «point de la courbe on 
décrit un cercle d'un rayon égal au rayon vecteur, 
tous ces cercles passeront par le foyer et touche- 
ront la directrice en un pomt. 

1 5^« Si du foyer on mène une ligne droite au 
point R y et que d'un point M on abaisse une per- 
pendiculaire ML sur cette ligne yiî, elle tou- 
chera la courbe au point M ,• car i*. cette perpen- 
diculaire JfZi aura le poînl; Jf également éloigné 
de R et f, par la nature de la courbe ; donc elle 
passera par le milieu de fR, et tous ses autres 
points seront également éloignés de fet R : donc 
au point Hj petv exemple ^ on aura 

HR^fff, 
mais HR>HK, 

donc Hf>HKi 

et par conséquent le point BTde la ligne ML n'ap- 
partiept pas à la courbe : donc la ligne TLMH 
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ii*a qu'an point de commun ayec la courbe^ dono 
elle est tangente. 

. 1 57. Puisque la ligne ML divise la ^\gnefR en 
deux parties égales , elle divise aussi Vangle/M H 
en deux également ; donc on a 

fML=OMH: 

dono Tangle fML formé par fe rayon vecteur et 
la tangente est égal à l'angle QMH formé par la 
ligne iî/jR prolongée et la tangente: mais au point J# 
la direction de la courbe est ^ même que celle de 
la tangente ZiJf^ donc c'est encore une propriété 
de la parabole que l'angle^ermé par te rayon Vec« 
teur et la courbe à un point quelconque soit égal à 
l'angle formé par Ja courbe et une parallèle à 
l'axe au même point. 

La partie p 7* de l*axe comprise entre une or* 
donnée pM et le point de rencontre de la tan» 
gente avec l'axe est nommée sous^tangente ; 1» 
point M étant donné , il est visible que h position 
de la tangente sera déterminée si on peut assigner 
un second point par où elle doit passer : donc la Ion!« 
gueur de la soutangente suffira pour détecifainer 
la position de la tangente. 

•I 58. Si par un point Jf de la courbe, on mène- 
une perpendiculaire ilf Q à la tangente , cette per- 
pendiculaire sera nommée normale \ et la partie d» 
Taxe pQ comprise entre l'ordonnée au mêm& 
point et la normale est appelée sous-normale : le. 
point M. étant donné, la position dé la normale 
sera déterminée si on peut assigner un second 

f>oint par où elle ,doit passer ; d'où il suit que \m 
ongueur de la sous^normale-suf&t pour déterminera 
la normale. 

La méthode générale pour déterminer là tan- 
gente à un point donné d'une courbe est un pto^ 
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ï>}èiQ6 des plus difficiles et des plus intéressans ^de 
la géométrie des courbes : Descartes , Fermât , 
Barrow ^ Leibnitz , Newton s'en sotit occupés. Leurs 
méthodes très-ingénieuses laissoient quelque chose 
a désirer pour la généralité et la précision jusqu'à 
la découverte du calcul différentiel y à laquelle ils 
avoient préludé t nous déterminerons par ces mé- 
thodes , les tangentes y sous-tângentes , normales , 
soas-normales deà lignes du second ordre, pour 
mettre le lecteur dans le cas de les apprécier , et 
le préparer d'avance aux applications du Calcul 
tiifFéreutiel et Intégral ; et comme ces méthodes 
[«^appliquent également à tputes sortes de courbes, 
^ous attendrons d'avoir fait connoître les proprié- 
tés de Veilîpse et de l'hyperbole, pour résoudre 
le problêmades tangentes d'une tuanière générale. 

Dis VêlBpse. 

159* L'équationde Tellipse tapportée à son axe 
eu à un diamètre ^ est 



Dx-^B 



X 



M 



y = ■;2 (»^9), 

^u'on peut mettre sous la forme suivante : 

On yoît 1^. dans cette équation que chaque va- Fig. 16- 
leur de X ,ya, deux valeurs égales, une positive 
P M, et l'autre négative P M: donoJa courbe a 
deux rameaux égaux , l'un à droite, et l'autre à 
gauche de Faxe des abacf^es. 2^. Si oû fait j^ = o , 
on a deux valeurs pour x , savoir $ . . 

D 

afss: o, et ^== -=•.•. . 
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donc la coarbe coupe Taxe des abscisses en deox 
points ^ et B , et par conséquent elle est une 
'courbe fermée j si on donne à x une valeur plus 

grande que — ^ les valeurs dey sont imaginaires j 

il en est de même si jc a des valeurs négatives , 
donc la courbe ne s'étend pas au-delà des points 
^ et B : si on suppose que les coordonnées P JU, 

u^P, sont perpendiculaires entr'elles^ — sera la 

B 

valeur de VtiXe ^ B dé Tellipse} si les coordon- 
nées font entr' elles un angle qui ne soit pas droit, 

— sera un diamètre. 

Soit Taxe ^jB:=saa; par le milieu de^É 
menons l'ordonnée CJkj que nous désignerons par 

B 

b... on aura d* =« --; a* - 

et par conséquent — = — ; 

donc ^• = — (a ax — x*): 

Tordottnée k C passant par le miliea de Taxe!^ jET 
est nommée l^axe conjugué ^ ou le petit axe de 
l'ellipse , par analogie avec ^ B , qu'on nomme 
le grand axe* 

On peut aussi supposer la quantité consàinta 

— =p^ comme dans la parabole, et-^ssaa^ 
ce qui donnera à l'équation la forme suivante 

P ^" 
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Les deux formes que nous venons de roir sont éga^ 
leœent usitées dans les ouvrages de mathématiques; 
la première a pour conirtantes lesr deux axes de 
rellîpse, la seconde dépend du paramètre et du 
grand axe : en comparant entr*elles les deux équa^ 
lions , on voit que pour qu'elle^ soient identiques , 

H faut que p = = — -r j c est-a-dire que le pa- 
ramètre de Pellipse est toujours une troisième pro- 
portionnelle entre le granVi- axe et le petit axe* 

On peut encore donner à inéquation de l'ellipse 
rapportéeau grand axe une forme plus commode^en 
plaçant Porigine des abscisses sqr lemilieu di; grand 
axe, que nous nommerons: le, centre 5 on aura 

pour lors ÇP^&z^ 

et par conséquent 

iir = a — xj> et3a — :t = a + z; 
âonc réquatîôn cUdesïus devieadtà 

SîToa^uppode que If = a^îes deux axes de Teî- 
lipse sont é^aux y et la courte devient un cercle 
dont réquation ^%ty^ =>a* — J5*(i37). 

160. Soit ptîs un poînF^XB-Psurle grand axe, 
tel que sa distance à 1 extrémité du petit axe k soit 
égale à la moitié du grand.a3nËcj nommons c Iadis^ 
tance de ce point an centre : Ton aura en se ser-^ 
Tant de leqaation rapportée aato^ntre . '^' 
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, or a* — c* = A* , par la constractioû } ,l 

b^ b^ '' 

dono Fm^ = -— , et F m = — : 

a* a 

^ # »*' 

donc mm =i — — = p* 

a ^ 

Le^ paramètre est donc le double de Pordonnee 
qoi passe par le point F; ce point est appelé le 
foyer de Tellipse ^ et comme il est yisible qu'il y a 
un second point jf à la même distance de id et £c 
qu6 le point F, ce point /* sera un second foyer ^ 
les distances FC^fCdes foyers au centre de Tel- 
lipse^sont nommées V excentricité ;\^. distance d'un 
foyer à Tautre est la double excentricité. 

Les foyers de Tellipse sont très-remàrquable^r 
par leurs propriétés^ la principale est que la somme 
de leurs distances à un même point de la courbe 
est toujours égale au grand axe. En effet ^ on a 

= c^— acx+^*+ ^ : — ) 

(eii .mettant o*— c* k la place de b*), f*éduisant tout 
au même dénominateur/et effaçant les termes qui, 
se détruisent y 

donc ' FM::sz a -*- — . 

Par un calcul seo^able , on vcmvet^ 

et 



DE HATHÈMATIQUSâ. â.^l 

tït Ha développant , . . 

a 

si tn prend la somme des deux rayons vecteurs ^ 

on aura FM+fM=^2a. 

1 6r . Si on prolonge le rayon vecteur^* Jl jus- 
'qu'en O , de manière que MO =^M F, et qu'on 
joigne JF O, la ligne menée du point -M perpendi- 
caiairetaent sur P O , sera tangente à la courbe au 
point M : car i*. elle aura le point M commun 
avec la courbe j s°. elle n*aura que ce point de com- 
jDQan avec la courbe , car à tout autre point II de la 
tangente on aura 

HF=HO,etfH+nO>fM+MO, 

et par conséquent 

>fJH4'MF: 

donc le point JET de la tangente n'appartient pas k 
la courbe.* 

1 6 1 . La partie de Taxe P T est la soutàngente } 
l^angle i^ -M est pattâgé en deux parties égales 
par la tangente MT: onà donc 

F M T =:TM 0=^fM H t 

ûînsî les deu:!^ angles qiie les deux rayons vecteur^ 
menés au même point de la courbe, font aveô là 
tangente oti avec la courbe , sont égau:^ entr*éUx. 

Si par un point M de rellipsé , on mène une li- 
gné M R i qui divise en deux parties égalés l'angle 
formé par les deux rayons vecteurs MF^ Mf^ cétt» 
*u. Q 
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ligne sera normale à Teilipse aa point M : ciar Von t 

propriété déjà démontrée j 

par la supposition ; donc 

TMR = RMH, 

et par conséquent R M est perpendiculafre sur la 
tangente au point M: la partie de raxà comprise 
entre Tordonnée M P et la normale MRy sera ii 
sous-Dormale. 

De Vhyperhoîe. 

1(53. L'écjuatîon à l'hyperbole rapportée à ses 
axe ou aux diamètres^ est 

Cette équation présente àes propriétés analogues 
à celles de Tellipse^ i"*. dans cette courbe pour 
chaque valeur de y ,^ a deux valeurs égalés , Pune 
positive , et Tautre négative : donc la courbe a deux 
rameaux égaux, l'un B Mk droite de Taxe, l'au- 
tre BNk gauche du même a^ej 2*". si roniFaitj'=o, 
on a deux valeurs pour Xy savoir 

D 

:c = o,et^= Y^ 

donc la courbé coupe l*axé à Torigine i?, et en an , 
autre point ^ pris du c6t4 opposé , éloigné dé B de 

D 
la quantité JS ^ =*7r* 
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La ligne B >^ qui jest Taxe de ^hyperbole , étant 
désignée par 2 a^ comme dans l'ellipse, on aura 

!• . ■■ V- ■ p ' 

\ et sî par uû point C, milieu de ^ jB , on mène la 

. • ■ • '^ ' -_ B 

perpendiculaire Z? rf, telle que CjD*^== -^ «* , en 

^ nommant cette ligne Cî?^ 6^ on: aura 
i il— J^. 

donc î'écjijiatibri'de Pîiyperfcole rapportée à Taxe, 

Si on fait — = p, on auiç«|, , . , 

' - ■ , .. : "^ . ' r .. :':'• 

et si on compte IWIgitie de^r absciâsôs du point C\ et 
qu'on mette z-r-a à la pla,ce de o;^ et z + a 
pour i ûR- 'J^ ,otf aura <• - — ^ 









ces ^roîsfôi^mVs différentes sont à-peu - prélâr les 
mêm^s que celles que nous avons trouvées pour 
l'ellipse, elles n*endifFèrertt^que dan^Je signe. ,, ^ 
En comparant les deux premières entr'elles, on 
a. comme «dans l'ellipse. • , 



^.=-r' 
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JDrf=;2Ôsera appelé le petit axe de Thypetbote, 
ou Taxe conjugué , par analogie à celui de Tellipse. 
Si dans Téquation rapportée au centre, on prend z 
positif ou négatif, mais < a, on trouve pour j^* une 
valeur négative, et pour^, deux valeurs imaginai- 
res : donc la courbe n'a point de branches ni de ra- 
meaux depuis le point By jusqu'au^point A : si oa 
prend « négative et ^ a, on retrouve les mêmes 
valeurs que pour z positive : donc la courbe a, du 
côté opposé, une branche iNT ^JfcT égale à la pre- 
mière, dont le sommet est au point A. 

Dans les deux branches , plus l'abscisse CPy CP^ 
augmente , plus l'ordonnée correspondante P M, 
'P' M' augmente, ce qui prouve que l'hyperbole 
est composée de deux branches 3/5 iV, M AN, 
placées de part et d'autre de l'axe ; chaque bran- 
che ayant deux rameaux qui partent d'un sommet 
commun S et A ^ et s'étendent indéfiniment et en 
sens opposé , par rapport à Taxe. * 

1 64. Si on prend ici , comme dans l'ellipse, deux 
points F^fdoi\t la distance au point C soit désignée 
par c , et que des points ByAyOn porte cette dis- 
lance dé part et d'autre s^ûr D d, on aura 

Cd^ — dl3*—àB^y ou ÔVrzrc* — a*: 
le quarré de l'ordonnée qui passe par le point F^ ou 

— **/ \ *^ *• 

o \ / a* a 

donc • m m ==^ ■ ±= d : 

a 

le paramètre est donc ici comme dans féllipse , là 
double ordonnée qui passe par le point jp*, ou fl 
Ces deux points seront les foyers de l'hyperbole } 
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la distance JFCsera, Texentricité , et Ff, la double 
excentricité. 

Dans rhyperbole, la différence des rayons vec- 
teurs est égale au grand axe : en effet on a 

et en mettant c* — a* à la place de 6* y et rédiiî^ 
sant on a 

donc FM:= at 

a 

on aura aussi 

donc fM — FM=2a. 

1(5 5. Sî on prend sur le rayon vecteur f M une 
partie Mo^=^ F M, et qu'on joigne jFo, la ligne 
menée Sx point M perpendiculairement sur F o 
ser|k.t4tn^ente à la courbe au point M : ï**. elle aura 
le point M commun avec la courbe : 2^. elle n^aura 
que ce point ^ car à tout autre point H de la tan-* 
jgente , on a 

FH=Hoyet fH-^FH=fH^IIoi 

mais fH<^fo + H o^ 

donc fH — Ho </a, 

et par conséquent 

fH^FH<fo: 

donc le point H n'appartient pas à la courbe. 
La partie de l'axe PT comprise entre Fordonnée 

Q 3 



a46 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

•PMéi le point où la tangente rencontre l'axe, est ïa 
sous-tangente. L'angle F Mo est partagé en (Jeux 
parties égales parla tangente MT: on a donc 

FMT^SMH.. 

ainsi le rayon .vecteur FM^ et le prolongement de 
l'autre rayon vecteur meneau même point, font 
des anglies égaux a^vec la courbe^ ou la tangente 
menée au point où les deux rayons vecteurs se ren- 
contrent. 

Si par un point J[f de la courbe on mène la lif^e 
MR qui divise en deux parties égales l'angle FMS 
formé par le rayon vecteur FM et par le prolongÉ^• 
ment du second , cette ligne sera tiormale à l'hyper- 
bole 3 car Ton a , comme dans l'ellipse ^ 

lO. FMT==S3IH, 

u\ RMS = RMF: 

donc les deux anghsRMff, RMT sont droits; 
}d ligne P R sera là sous-normale. 

Si on suppose que b^ = a% l'équation deyienl 

et Fhyperbole est appelée équil^tère, pour les 
raisons que nous verrops ( i84). 

Des centres et dès diamètres des lignes dn 
second ordre. 

1 66. Nous avons déjà dit (i43) ce que Ton en- 
tend par centre et diamètre dans une ligne courbe : 
nous allons examiper à quel cai*actère on reconnoî- 
tra si une courbe ai un centre, et comment on peut 
le déterminer dans les lignes du second ordre» 

Pour qu'une coua^e ait un centce, il faut qu'en i 
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suppoaa^t rorigîne pl^oee dans le centre , et pre- 
nant deux abscisses opposées et égales, les ordon- 
nées correspondantes soient négatives et égales : 
réquatioQ doit donc être telle par rapport kxety ^ 
qu'en changeant les signes des coordonoées , elle 
demeure la même : donc si cette équation est d'an 
degré pair, elle ne devra contenir que des termes 
où la sômmi^des exposans de x ety doit un nombre 
pair , et si elle est d'un degré impair 5 elle ne devra 
contenir que des terûies dont la somme des exposans 
des deax. coordonnées soit impair. 

1 67. Soît donc l'équation générale du second 
degré 

y + a X* + b xj + cy + dx + /= o. 

Les courbes représentées pîar cette équation auront 
un centre, si ea transportant rorigine des abscisses 
à ce centre, les termes c y^ d x peuvent devenir 
zéro : pour faire cette trAnsposition , il suffira de 
supposjsr 

x^a + x\y:^^+y (i44) 

la transformés deviendra 

^y^ -^-Bx^^ Cxy+ Dx' + Fy^G = o, 

et Ton aura • 

Z?=2ota + i8& + d. .• F= 52i8 + ai + c.* 
G = i3 • + a *• + ô et > + c j3' + ^ dr + / 

La supposition de Fy^sà o , D »'-=• o , donne les 
deux équations 

âaa + j8 6+ rf = o.^* 2 j0+ «t& + c = 0... 
d'où on déduit 

_ic-— arf h d — 2 a<^ 

Q 4 
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1 6S. Dans la parabole ^ on a généralement 

FiR. 10- 4 û — ô*(i49): 

donc Aet/i deviennent infinis ; c'est - à -* dire que la 
parajbole n'a pas de centre, ou si l'on veut, son cen- 
tre esté une distance infinie de l'origine des abs-» 
ofsses. 

Dans l'ellipse 4a>6*, et dans l'hyperbole 4ûi<Cô*> 
donc les deux courbes ont un centre. 

Il suit de ce que nous venons de dire, que pour 
déterminer le centre des courbes, il faut faire 

on déterminera ensuite c& et jg par la condition qu'il 
ne reste plus dans la transformée que des termes 
de dimension paire, ou de dimension impaire : $i la 
courbe a un centre, on trouvera pour ce et i^ des va-, 
leurs réelles. 

1 69. Puisque dans les lignes du second ordre , 
la propriété des diamètres est^qu'à chaque abscisse 
prise sur le diamètre , l'ordonnée positive est égale 
à l'ordonnée négative ( i48 ), il s'ensuit que pour 
déterminer la position des diamètres, il faudra sup-^ 
poser=o les termes contenant^ à la première puis-* 
sance ; on fera donc dans l'équation transformée 

et comme cette équation est du premier degré, les 
diamètres qu'elle désigne sont des Ugnes droites : 
Fig. S. supposons la droite ^ B un de ces diamètres p Té-, 
quation devra être vérifiée dans toute son étendue, 
c'est-à-dire, qu'il faudra qu'elle ait lieu^i quelle quob 
soit la valeur de x : donc on aura 

chacun séparément ; la première donne» 
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p Q an + è m 

ç mn + b n ' 

la seconde donne 

m Q a fi + aB + d 

ce qui détermine les angles ^ et « qui conviennent 
à chaque diamètre. 

En substituant dans la première équation la ya-> 

leur dé — prise dans la seconde , on a 

Tl 

m 



2d) 



-— ^ ] 

n 

ÎJO. Dans la parabole on a 

*' — 4a = o, 

_ j9 ô rf — ^ac 

donc — • ou tang p =—7 r î 

jr ^ ^ de — fl rf ' 

et par conséquent la tangente de l-ahgle ^ ne dé^ 
pend que des coefficiens a, 6, c^ Jde Téquation 

proposée, candis que — , ou tang » dépend des în- 

déterminées et , fi qu'on introduit dans l'équation , en 
changeant l'origine des abscisses : donc 1^. dans la 
parabole l'angle 9 est constant, ou ce qui revient au 
même, tous les diamètres BC^ MO sont parallèles 
entr*eux , et par conséquent à Ji/P qui est lui-même 
un diamètre ^2°. les ordonnées aux diamètres d h , Fî^. 15, 
d! b' couperont chacune Içwr diamètre sous un an-. 
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gle différent , qui dépendit^ de la position des 
points j?, M. 

Dans l'ellipse et Thyperbole , la tang f dépendra 
Fig. 18 de « et /8 , et par conséquent sera variable^ ainsi que 
et 17. la tang 6». 

171^ Pour rendre ces observations plus sensi- 
bles, prenons l'équation à la parabole rapportée à 
l'axe y^ z=zh X i pour la rapporter à un diamètre 
quelconque , on fera 

ce qu! donnera 

La ligne qu'on prend pour l'axe des abscisses sera 
un diamètre , si Ton a 

2 m p = , et i » *- a et m = o. 

La première donne p = o, et par conséquent q—^> 
ce qui apprend que l'angle ? = o, ou que le dia- 
mètre est parallèle à l'axe : on tire de la seconde , 
en l'élevant au quarré , 

^ ' / 4 « + * 

Pour que l'arigine des nouvelles absôsses soit 
sur un pomt de la courbe^ il faut que 

it jB — *• = o, ou ** = ^ jS : 

substituant cette valeur de «^ dans celle de m% 
on a 

h k 

4 ^ + A /n* 

donc* y-*=:(4i8 + *)ii?' = it'x', 

en faisant 
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La quantité h est te paramètre de la parabole , 
dans l'équation rapportée à l'axe : si on transporte 
l'origine des abscisses de ^ en B, on a 

donc i^ + i = 4vjB4y. 

et par conséquent le paramètre de la courbe dans 
Féquatîon rapportée au diamètre, est égal à quatre 
fois la distance de lorigine des abscisses^ à la di- 
rectrice. 

L'équation à PelHpse est 

en conservaxit Toriffine des coordonnées au centre , 
et faisant y = my + /> ar'. . . ji; = |»y + jr jc' , on 
aura la transformée 

pour que î'équatton soît rapportée au diamètre cm , 
' il Caat que %mp -^ 3-^ /» y = o, ce qui donne 

^ = -— . (I) 

q û^ m 

Par le centre c menons le diamètre e R parallèle 
à la tangente menée par le point m. 
Soit ensuite l'angle i{ c J^ = ft, on aura 

Rc D, ou «=r 90 + /^, 

«t par conséquent 

^ m^.cos/i«...n=ï=— -sin /«.• 
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Téquation ( i ) deviendra donc 

tang ^ b* 

tang f* a* ' 

où l'on voit que le rapport des tangentes des an- 
gles mcD f^ € R est constant, quoique chaque 
angle en particulier soit variable. L'ellipse a donc 
une infinité de diamètres. 

Le diamètre c R parallèle à la tangente menée 
par le point m, et le diamètre c m , sont appelés dia^^ 
mètres conjugués : chaque diamètre de l'ellipse a 
son conjugué. 

Quand on connoit le grand axe et le petit axe de 
l'ellipse , et l'angle ^ qu'un diamètre dont la posi- 
tion est connue , fait avec un des axes , on trouvera 
facilement la position de son conjugué : car l'équa- 

tang ^ ** 1 
tion — ^— = — , donne 
tang /x a^ 

tangf*= -^tangP... . 

on connoîtra donc l'angle fc que le diamètre coBr 
jugué fait avec l'axe c u£.' 

Si l'angle mcD '=^p dévient Kc D = ^o — ft; 
c'est-à-dire si l'angle ÀcK-=^^ c R, l'angle 
que le diamètre conjugué fait avec l'axe Ji c, de^ 
viendra A.cR, et sera égal à 90 -— ^> : en effet 

tang KcD:==^ cet ^cK:==^ cot |u ^ 
et si l'on fait 

tang ^c /î^= tang 90 — ^ = cot ^, 
on aura 

tangjKTc D cot (i tang ^ b^ 
tang -df c K~ cot (p ~ tang /« ~û* 
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comme cela doit être d'après Téquation ( i ); 

L'angle Rem =::Rc^-¥Sd( cm:=iJL-hg6 — ^..* 
L*angle K cK =:R'c^ + u^cK=: go — p + i^: 
donc les deux diamètres conjugués c K, c R'y font 
entr'eux le même angle que les deux cm, c R : il 
existe donc dans l'ellipse d'eux diamètres ^différons , 
qui font le même angle avec leurs conjugués. 

Après avoir fait évanouir dans Péquation trans- 
formée le terme contenant *: ^ , on aura pour Té- 
. Citation de Tellipse rapportéé'à'un diamètre queU 
conque 






Si ron fait c^ jo* + ** gr* =«^ï« m* + b* n\ Téqua- 
tion de Tellipse sera rapportée à deux diamètres 
conjugués égaux. 

Pour que Ton ait a*/)* + b* y* = a*m' + i*7i% 
il faut queOT = p, et /2==— y, c'est-à-dire que 
l'angle a doit être iSo*' — ip : ces valeurs substituée» 
dans l'équation ( I ) donnent 

EL — EL ^==-- 
q* '^ a^ ^ q, a' 

c'est-à-dire que les deux diamètres conjugués 
égaux, doivent êtrç parallèles aux deux lignes ^Dy 
\AD* menées du point ^ aux deux «xtï*émités du 
jpetit axe : il^ feront donc chacun avec le,^randfixe 

. un angle D Acy dont la tangente est — 5 celle de 

l'angle RcK que les deux diamètres conjugués 

égaux lont entr eux , est —^ — ~ïX* 

€t ' . ^-. . . 

1 7^. Soit le diamètre c m^g, son conjugué c R, 
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ï= f : si dans réquation au diamètre oa fait jr = 05 

on aura 

Si l'on fiiit dans la même équaùoûy =& o , on aara 



doncl'éqoation à l'ellipse tapportée^u diamètre; 
pourra être mi«e sous la forme 

éq«aitîoç parfaitement semblable à i*^quatîon rap- 
portée à l'axe*. 

L'équation à Thyperbole rapportée à Taxe , est 

en supposant, comme pout Pedll'pse/ y saz-mj/. 
+ px ... x = ny + g^ Jtr', on a 

+ (p'--.|r ?')*'•+ ^' = o. 

On fera ensuite = 

„■■-.*•• -..-.i.vv . 
amp — z — ng=tQ(x), 

■ ■ ■ a* ' - , ■. .; . . 

et réquation au diamètre deviendra 
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Sok 

ô* q* — a» p* "~^* • • *' a'm* — 6« n« ~^* ' 
SHbstitaaot ces yalears ^ on aura 

éqaatîon parlaîtement semblable a celle rapportée 
à Taxe. 

173. L'éqaation ( i ) donne 

p b^ n 

et si Ton fait 6omme dansTellipse^ Tangle Rcd^^t^^ 
on aura' 

R c u£'y OU « = gô** — ft : 

donc . ^ng^^^. 

tang ^ a* 

ce qui apprend i"". que les deux dlanoiètres conju- 
gués c M y c R sont dans le même angle ^' c d\ 
3°. que le rapport des tangentes des deux an- 
gles Mc^^^=^<p, Rcd=z(Jt'est constant^ mais 
chaque angle en particulier est variable, et par 
conséquent l'hyperbole a une infinité de diamètfles. 

174. L'angle RCP dans l'ellipse et l'hyperbole f ig. ig.. 
a été désignée par -xK 1 46 ) , il est égal à » — (p. ' ao. 

Donc sm-^^szmq'^npy 

et par conséquent 

/• g* sm* 4= —^ ^ ^- 
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maïs de 2 a^ m*j9* = — ^a^h^ m np q , en vertu 
de l'équation ( i ) > 

donc /g" sîn 4 == û^ 6 î 

crie premier membre de cette équation ^^cRxPaj 
Hg. 2o. ou la surface du parallélogramme R cPF formé par 
les deux diamètres Conjugués , et les tangentes qui 
leur sont parallèles; donc dans Tellipse et l'hyper- 
bole , un pareil parallélogramme est égal en surface 
au rectangle formé par les deux axes. 

175. La même proposition peut se démontrer 
géométriquement sans le secoursde l'analyse: soient 
deux diamètres conjugués de l'ellipse CP, CK; 
soient menées les deux tangentes PF, RF paral- 
lèles aux deux diamètres ^ chacune à chacun, on 
aura le rhombe 

CPFR: 

soit mené le diamètre CP^ très- proche de CP, et 
son conjugué CR qui sera aussi très-proche de CR!: 
en menant les deux tangentes P' F, R! F', on for- 
mera un seconde rhombe 

ÇP'F'Rl, 

qui sera égal en surface au premier; car en con^ 
tinuant K F' jusqu'en T, on a 1°. le triangle 

TRF:^FCP, 

parce' que le côté 'RT=CP[j RF=CP, et 
l'angle TRF = PCP\' 2\ le triangle 

Trr==RCR', 

par les mêmes raisons ; donc en désignant par S le 
triangle F'RS, par T le trapèze F'SFT, par 
S' le triangle S P' F, par u4 le triangle R' CR , et 
par B le triangle F- C P% on aura l'équation 



j 
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donc la partie dont la surface du rhombe P CR F 
diminue en devenant P' C R F' , est égale à la 
partie qu'elle reçoit en augmentation ; donc cette 
surface restera toujours la même , quelle que soit 
la position des diamètres conjugués, et par coBsé- 
quent elle sera égale au rectangle des deux axes. 

Il suit encore de la même construction que les 
deux triangles iî'Ciî, P' CP sont égaux en sur- 
face j car les deuTc quarts d'ellipse RCQ^ RCQ' 
sont égaux en surface : en effet , on a par la pro- 
priété du centre, 

CR=CN, et CP=zCQ. 

Or tout diamètre coupe ses ordonnées en deux 
parties égales i donc la somme des lignes compo- 
sant l'espace îtCP = la somme des lignes compo- 
sant l'espace RCQ : donc RCP est le quart de 
la surface de l'ellipse. Par la mên^e raison R CP' 
sera le quart de la surface de la même ellipse; 
iionc le triangle RCR^P'CP. 

Dans l'hyperbole on a le rectangle ou rhombe F;«r. iq* 
CPNDjiormé par les deux axes CP, C27^= le ^i. 
rhombe CP^ N'D' formé par les deux diamètres 
conjugués CP', Ciy,et lea tangentes qui leur 
sont parallèles; car on prouvera ici, cotnme pour 
relHpse , que le triangle CP'P= DNKj etDCÙ 
s= XP^ ; soit donc 

CDO — S, €0]SrR==^ TyPCP' = ^, 
OD'KN= S', KP[ aN'= B : 

on aura ^+•$'+7'= J?+*y'+r> 
donc • , . ^+iS5P=J5+4S'; 

c'est-à-dire que la partie de la surface que perd 
le rectangle CPND, en -prenant la position 
CP' N' D[ == la partie qu'il acquiert \ donc... etc. 
m. R 
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ï 7(î. Reprenons la valeur de 



Sî Ton substitue dans la valeur de f* celle de m'' 
I prise dans Téquatlon (i), en observant de faire 

! n*=i — m*, on aura 

^ ^.,4.^ ^y±bY^a^b^ 

I donc /• ± g* = --^^rr-r-T— ;—; — • 

Si on met i — y* à la place de/?' , et qu'on exécutd 
' . la division^ on aura . 

^ donc dans l'ellipse la somme des quarrés des dear 

diamètres conjugués est une quantité constante 
égale à la somme des quarrés des deux axes ; et 
dans rhyperbole, la différence des quarrés des dia- 
mètres conjugués est une quantité constante égale 
à la différence des quarrés des axes. 

Des tangentes des lignes du second ordre. 

Fig. 32- 1 77- Soient les lignes du second ordre ^MM, 
a3-24. dont réquatîon générale rapportée à Taxe est 

p étant le paramètre de la courbe 5 par les points 

M^M ,M,mjmenbn$ le$ sécmtes M' M T^^ 

M m Tel la tangente 3I.S: par les points d'inter- 

_ «ection de la sécante avec la courbe ^ menons les 
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ordonnées pm^P M, P' M^ : du point M abais- 
sons Ja perpendiculaire JSfiST; cette perpendicu- 
laire sera la différence entre les deux abscisses 
-^P'^^P, de même que Jf 'i^T e^t la différence 
entre les deux ordonnées MP\ M P. Désignons la 
différence des abscisses MN'parX:^ et la diffé-' 
rence des ordonnées 3fN par f: cela posé, les 
deux triangles semblables Jfil!f'JV,rjtfP,doa* 
nent la proportion 

JfNiMNiiMPiPr.ovLiiJhy.yiPT; 

donc Pr:=^. 

i . 

Si l'équation de la courbe est généndement 
y^=^F.x^ on aura 

en développant cette fonction suivant la méthode 
du n\ (89) 

donc |=J?"«+-F"a;+-^F^'«+...- 

Le rapport de ^^r^oo son égal -^jCsK—-,- 

maîs si on suppose que la sécante M T , immobile 
eu point itf^toame sur ce point et devienne J2i»X?^ 

MP^MP 
on aura __>-__,, ., .. 

et dans cette seconde position , les différences des 
abscisses et des ordonnées h^ i sont négatives; c'est- 
à-dire que l'abscisse ^;9 et Tordonnée ptii seront 

R a 
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moindres que AP et P M^ tandis que ALF^ , 

JP'3f étoîent plus grandes; d'où il suit i**. que le 

MP . ^ MP 
rapport —^ qui est <-jp^j avant de devenir > 

doit passer par le rapport d'égalité, en vertu de la 
loi de continuité; 2\ que lès différences î, Jb, qnî 
sont d'abord positives, avant de devenir négatives, 

{)assent nécessairement par l'état de zéro ; 3*. que 
'égalité des rapports doit avoir lieu en même temps 
que iet k sont zéro > puisque 7^ arrive en S en 
même temps que Jif en M. 

1 78, Donc pour avoir la valeur de P 4? ou de U 
sous-tangente y il faudra prendre l'expression de la 

sous-sécante PT^ = -r-, substituer le rapport de 

i ^ 

-déjà trouvé^ et égaler à zéro tous les termes 

multipliés par k. C'est à ce procédé que se rédui- 
soit la méthode des tangentes de Fermât, de Bar- 
row , avant la découverte du calcul différentiel. On 

y 

aura donc PS= — — . 

If mX 

Si par le point M^ on mène la normale MR,Ga 
aura le triangle rectangle JRj^i^^ qui donnera la 

proportion PR : PMi: PM: PS: 

donc PR = -p^=^yP'^^i 

c'est l'expression générale de la sous^nornsale. 

179. Pour en.faire des applications aux ligne» 
du second ordre, nous prendrons l'équation géné- 
rale rapportée a l'axe * 
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elle donne FxziA/r px:àz- — 






donc p^=_!£l 



g^gji^ri-jt* 



•*^ a 

Dans la parabole . le grand axe 2 a est înfinî ; Fig. as. 
donc l'expression précédente se réduit k^x: c*est- 
è-dîre que dans la parabole la s^us-tangenteP^S 

I est le double de Tabscisse correspondante» 

I Dana Tellipse on a 

f ^ax — x^ 

si rorfgine des abscisses étoît au centre (iSg) ^ on 

feroît *' jçi=a — ;r> 

et Ton auroU 

^ • ^ - V -s 
c'est-à-dire que la sous-tangente PS est une quay 
trrème proportionnelle à Pabscîsse comptée du cea* 
tre et aux deux segmens correspondans de Taxe. 
Dans rhyperbole ^ on a 

i ^^~ a^x ' Fîs.a4v 

I R5 
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ou en comptant les abscisses du centre 

z 

c'est-à-dire que dans l'hyperbole , la sous-tan- 
gente est une quatrième proportionnelle à Tabscisse 
et aux deux parties de Taxe comprises entre les 
sommets des deux branches dé la courbe et l'or- 
donnée. 

Pour la 50us*normale , on a généralement 

donc dans la parabole^ on aura 

2 

c*est-a-dîre que la sous^normale est une quantité 
constante , et égale à là moitié du paramètre. 
Dans l'ellipse 



^^=K^0. 



2 b* 

et si Ton met z pour a-— at, et à la place 

a 
dep (i6o), on aura 

PU A 

a 

c'est-à-dire ^ue dans l'ellipse la sous-normale est 
égalô à l'abscisse comptée du centre, multipliée par 
le rapport du quarré du petit axe jau quarré du 

grand axe. ■ / ' ' 

Dans l'hyperbole 
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^ \ a a / a* 



comme pour l'ellipse. 

1 80. La méthode des tangentes que nous ve- 
nons d'expliquer peut être assise sur des principes 
moins métaphysiques et non moins rigoureux , 
comme Ta fait Lagrange dans sa Théorie des fonc* 
tîons analytiques. Nous allons donner une idée de 
sa méthode. 

Soit Téquation de la courbe proposée 

y = F.xz 
supposons que l'équation de la ligne droite M S Tîg. aa- 
tangente à la courbe en un point proposé Jlf soit ^^'^4- 
js = a u-^b , l'origine des abscisses étant la même 
pour l'équation de la courbe et pour celle de la 
tangente : si on substitue jc+A pour ^^et^+i pour 
y, on aura au point M\ 

jr + i = F{x+k), 

et en développant 

Supposons aussi que z augmente de /, lorsque u 
augmente de A, l'équation de la tangente deviendra 

z+l=ia{u+i)+b. (2) 

Puisque la tangente et la courbe doivent avoir 
le point M de commun , il s'ensuit qu^à ce point 

on a z=yyetu=sxj 

et par conséquent 

Fx = ax + b. 

Si on retranche l'équation (9) de Téquation (i), on 

R4 
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aura au point M'^ i — /, c'est-à-dire 

2 

Cette dernière expression sera celle de la distance 
du point M' de la courbe au point N' de la tan* 
gente ; cette distance sera d'autant plus petite 
qu'il y aura plus de termes qui disparoîtront au 
commencement de la série : si Ton fait a = F^x , 
la valeur de.i — / ne contiendra plus la première 
puissance de, A : or je dis que cette condition suffit 
pour déterminer la tangente S M. 

En efiet , pour que la ligne S M soit tangente il 
ne suffit pas qu*elle ait un point commun avec Ja 
courbe^ il faut encore^ selon la définition des an- 
ciens ( Géom. 87. ) , qu'aucune ligne droite menée 
par ce point ne puisse immédiatement, avant et 
après le contact , passer entre elle et la courbe ; 
c'est ce qui arrivera si a^=^F'.x : car on a pour 
lors 

i— /, ou M' N' == ^F'.xJ^-^^F^.xJ^ . . . etc. 

1 8 1 • Supposons une autre ligne droite passant 
par M dont Téquation soit 

z' = mx + n : 

SI on suppose que js' devienne z'+i', lorsque ^ 
devient x+i^ on aura^en opérant comme ci-dessu% 

. i — t=k(F'x^m)+^F".x+^F''\x+... 

Si m = F'. ^, le premier terme s'évanouira , maïs 
pour lors on a m:=^a. 
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et à cause deF x=z ax+b = mx'\'nj il est vi- 
sible qae lorsque m = a^ on a aussi 

n=:b: 

donc les deux droites tangentes au point M se con« 
fondroient,et ne feroient plus qu'une seule et même 
ligne. 

Tant que F^x n'est pas infini , on peut donner 
à ky soit positivement, soit négativement^ une valeur 
assez petite pour que le terme h{F'x -^m) soit 
plus grand que la somme de tous les autres termes 
du développement (91) : donc on aura pour les 
points immédiatement avant et après le contact 

c'est-à-dire M' N" > M N' , Kg. n 

et par conséqaent cette seconde ligne ne passera 
pas entre la courbe et la tangente. ' 

En résumant ce que nous venons de dire, on 
voit 1*. que si F'x = m , les deux lignes MN' , 
JktN^* se confondront j 2^ si F'x est > ou. < /tî, 
la ligne MN' passera au-delà de la tangente ,.dans 
le premier cas , ou en deçà de la courbe dans le 
second ; donc dans aucun cas on ne pourra faire 
passer une ligne droite entre la courbe et Ja ligne 
qui )ouit de la propriété* ci-dessus : savoir y 

par conséquent cette condition ^ jointe à l'équation 

Z=:Fx, 

suffit pour déterminer la tangente à un point quel- 
conque dp la courbe. 
Ces deux équations 

a^=F\x...z, c\iax+b = Fx 
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donnent b = Fx — x F'x : 

les deux constantes a et 6 sont donc détermlaées 
en fonctions de x ; leur valeur substituée dans l'é- 
quation z = a z^ + ^ 
donnera l'équation de toutes les lignes droites tanr 
gentes à un point quelconque de la courbe 

z = uF.x^ Fx— X Fx. 

Dans l'équation à la ligne droite J8; = ae/+^i 
oi^a 

donc Sj^Jf^P, 

ou la sons-tangente 

<yp=/-.(»78) 

» Je •X 

Fig. aa. SI on fait £/ = o dans l'équation à la Hgne droita^ 
on a ui B=^b y 

donc -^-7?» ou tang de l'angle MSP = a. . . • 

Fig. a3. Lorsque la tangente MS sera parallèle à Taxe jiBi, 
on aur# a = o, ou i'^jc =o, 

l82« Dans la parabole on a 

cette expreision ne peut être zéro que lorsque x 
est infinie, donc la tangente de la parabole ne peut 
devenir parallèle à Taxe qu'à une distance infinie 
du sommet de la courbe 5 c'est-à-dire qu'à mesure 
que la courbe s'éloigne du sommçt^elle a unedireo* 



DE MATHÉMATIQUES. 267 

tJon plas approchante du parallélisme à Taxe , sans 
pouvoir jamais y arriver ; mais on peut la supposer 
prolongée de manière qu'elle n'en diffère qu'aussi 
peu qu'on voudra. 
Dans l'ellipse on a 

Fx—Wa^—x^ et F\x— — 



Cette dernière fonction sera zéro lorsque a: = o : 
donc la tangente est parallèle à l'axe des abscisses 
lorsqu'elle est menée à l'extrémité du petit axe. 
Dans l'hyperbole , 

b \ ^ 6 - 

F.X = -Voci'—à' yetFx—- 



a a \/x^ — à* 

cette fonotion ne peut être zéro qu'en faisant ^=05 
mais pour lors l'ordonnée correspondante est ima- 
ginaire : donc dans l'hyperbole , la tangente ne 
peut jamais être parallèle à l'axe. 

On a déjà vu (178) que l'expression de la sous- 
tangente mène directement à celle de la sous-nor- 
male par le moyen du triangle rectangle R MSy et 
l'on voit ici que les expressions obtenues par la mé- 
thode de Lagrange sont absolument les mêmes que 
celles que Ton a eues par les méthodes de Fermât 
«t de Barow. 

JDés asymptotes. 

183. Toutes les courbes assujetties dans leurs 
descriptions à des loix exprimées par une équation , 
sont rentrantes comme le cercle, l'ellipse , ou jet- 
tent des branches à Tinfini , comme la parabole et 
l'hyperbole : ces' branches infinies s'approchent 
sans cesse d'une ligne droite, ou courbe plus simple, 
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dont elles finissent par être moins éloignées que de 
la plus petite quantité assignable : ces lignes droites 
ou courbes sont dites les asymptotes de la première. 
Lorsque Tasymptote est une ligne droite, cette li- 
gne se confond avec la courbe à une distance infi-' 
nie; elle est donc tangente à la courbe à une 'dis- 
tance infinie : la nature de la courbe est quelquefois 
telle qu'à une abscisse infinie^ répond une ordonnée 
infinie j ou à une abscisse infinie y répond une or- 
donnée finie; ou à une abscisse finie^ répond une ! 
ordonnée infinie : notre objet n'étant que d^examî- i 
ner les propriétés des lignes du second ordre > nous 
ne parlerons des asymptotes, que relativement à ces 
lignes. 

l84« Prenons l'équation générale des lignes du 

second ordre, rapportée à Taxe y^:=ipxdtit- — r 

si l'on conçoit l'expression de y développée seira 
les puissances descendantes de :i;, on aura 






+/>* 



=±«l/?I 



1 



±— V/a ap ± - — i/aa p. . ..t 

Il est visible que les termes qui renferment x au 
dénominateur seront d'autant moindres, que l'abs- 
cisse sera plus grande ; or on peut donner à x une 
valeur telle , que ces termes soient plus petits qae 
toute grandeur assignable y l'équation de la courbe 
se réduira donc pour lors à celle-ci ^ 



yz=:^x ^ 



l/^=ti, 
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cette équation est celle d'une ligne droite y lors- 

que a est une quantité finie , et que le terme*—- 

est pris positivement : donc en pareil cas l'asymp- 
tote de la courbe est une ligne droite. 

Si le terme ^ — est pris négativement , le dé- 

veloppement en série sera imaginaire : donc l'eU 
lipse , et par conséquent le cercle , n'ont pas d'à- 

symptote. Si Ton prend^- — avec le signe positif , 

s a 

l'équation est celle de l'hyperbole : donc à cause du 
double signe du radical, l'hyperbole a pour asymp- 
totes les deux lignes droites XX', YY\ qui se cou- Fig. 34* 
peut en un point Cque nous allons déterminer. 
L'équation de la ligne droite X CXest 






/aapj 



rorigîne des abscisses étant au sommet de la cour- 
be ^ : SI on fait j^ = o,on a^==—- oj donc les 
deux asymptotes se coupent à la distance a du som- 
met de la courbe, c'est-à-dire au centre de l'hy- 
perbole. 

Si l'on fait x = o on a 



mai» p = ( 160) ; 

^ a 

done y,oxxu£N^=^bi 
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ainsi la tang< 
conséquent 



ainsi la tangente de Tangle ^ CN=^ —, et par 



m-i- ^ -m-rr 2 d B 



Si i = a, rangle uiCN= 45% et NCN'=C)0^ : 
Téquatlon de l'hyperbole sera dans ce cas particar 
lier 

^* = a a :r + **: 

c'est celle que nous avons nommée hyperbole éqai* 
latère ( 166 ) : ainsi l'hyperbole équilatère, est celJe 
dont les asymptotes font entr' elles un angle droit. 

Si on suppose a; et a infinis , la valeur de y dans 
le développement , se réduit au seul terme 

a étant considéré comme Tabscisse de rordonnéa 
asymptotique à une distance infinie : Téquation 

3 

est celle d'une parabole , ce qui prouve que même 
à une distance mfinie , la parabole ne dégénère pas 
en ligne droite : revenons à l'hyperbole. 

^ ^Fig. a5. 1 8 5 . Si par un point quelconque B de Phyper- 
bole , on mène une Ugne droite D F, terminée aux 
deux asymptotes C jF, CD, les deux parties DB, 
FEde cette ligne comprbe entre les asymptotes et 
la courbe, seront égales. 

Par le centre C, soit mené un diamètre CAcon- 

{)aDt rordonnée BE en deux parties égales j toutes 
es autres ordonnées parallèles k B E seront aussi 
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coupées en deux parties égales : maïs à rextrémîlé 
de la courbe^ les points 1^, £, coïncident j ainsi que 
les points Z?, jB,par la propriété des asymptotes, le 
diamètre coupera donc en deux parties égales Tor- 
donnée FD ^ prise à une distance infinie : il en sera 
de même de toutes les autres lignes qui lui sont pa- 
rallèles^et qui sont également terminées aux asymp- 
totes ; donc on aura 

donc DB — FB. 

Si par le sommet ^^ on mène la diagonale pig. ^4. 
^ L ?= v^a* + i*^ on aura 

C'est ce qu'on appelle la puissance de l'hyperbole. 
^ Si Ton prolonge l'ordonnée MP^ j usqu'aux asy mp- 
\totes, on aura 

car les triangles semblables C^ N^C P^ Hy don* 
nent la proportion 

C^.uiNv.CP'.P'H.ovLaib.ixiFHi 

donc rn^—, 

et 

et MH^—-.y,MK^~^yx 
a a 

mnltipliant ces deux éqaations, on a 
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en mettant à la place de ^» sa valeur , = ^ JV"*. 
1 86. Si par le point Jf ', on mène MZ parallèle 
à l'autre asymptote YY\ le rectangle de CZ par 
M'Z ^ est une quantité constante égale à 



u^ IxCI, ou 



|/a^+ * 



4 



Supposons que Taxe CP' prenne la position CX, 
et son conjugué CL la position C Y^ Tordonnéô 
M P' deviendrai»/'^, et Tabscisse CP' devient 
dra CZ : soit 

MZ=y,CZ = x\ 

rangle NCu4=^^, 

l'angle ^ C T' = « ( 146 ) = i8o — ^ : 

on aura par conséquent 

donc jr ^=y sin ^ + :r' sîn ^; 

et .r = j'' cos ^ — Jt' cos f : 

substituant ces valeurs dans Téquation de fa courbe 






A* sin* ^ 
et remarquant que -— = — — • , 
* a* cos*^ , 

on a 4 *' / = 



sin* ^ 
mais sin ^ = 



donc 
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. a' + &* 

doue jg 1^ SE »^ ■ ' 1 ' r . t 

4 

le sïgûe négatif annonce que Tot'dôhnée JM' il? est 
prise dans une direction opposée à M' P\ par rap- 
port au point M! : cette équation est celle de l'hy- 
perbole rapportée aux asymptotes ^ les abscisses 
étant comptées du centre. 

Si l'origine des abscisses ii'étoît pas au centre ^ 
mais sur un autre point quelconque , j^ de Tasymp*^ 
tote, onferoît C/==^, Cz = C«+*^=^5r+^ • 
l'ordonnée iSf' z étant désignée par^, on auroit 

^y^gy^—l — • 

i%J. On a Vu ( i4g ) que l'équation générale da 
second degré pouvoit se réduire à la forme C xy 
-t- ^==o, et l'on voit ici qu'une pareille équation 
est celle de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes: 
ce qui conlirme ce que'^nous avons déjà dit sur l'é-;^ 
quation générale du second de^ré, savoir que soq 
lieu géométrique est unedes tr^>is courbes dont nous 
avons parlée 

ÎDe la courbure des Ugnes du second ordre* 

I Sa, S'il est intéressant de suivre la courbe dans 
ses branches infinies, il ne Test pas moin^ de la con- 
sidérer à sa naissance 9 et deconnoître la courbe la 
plus simple ^ qui dans ces difFérens points coïncide 
avec elle. 

On sait (i8o) qu'entre unetangenteret une courbe 
donnée^ on ne peut pas faire passer urte autre ligne 
droite t mais si sur la normale M îf on prend plu* p,-^ ^g^ 
sieurs points tels que C, C^ C, et que d'une ouvert 
III» S 
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turede compas CM, C* M, on décrive plusieurs 
arcs de cercles^ tous ces arcs passeront au point 31, 
entre la tangente et la courbe ( Géométrie 90 ) , et 
s'éieîgneront ensuite d'autant plus de la courbe^ 
que le rayon C M sera plus grand. 

Ces arcs continués intercepteront la courbe , ou 
la couperont en deux points jR, /?', qui se rappro- 
cheront du point Mj à mesure que le^ rayon Ù J\i 
deviendra plus petit. Si on conçoit que les deux 
points d'intersection R^R soient tellement rappro- 
chés qu'ils se confondent avec le point M y le cer- 
cle riH/ qui passera par ces trois points réunis^ 
sera celui qui s'écarte le moins de la courbe ^ il sera 
tel qu'on ne pourra pas faire passer un autre cercle 
entre la trace de la courbe et la sienne : il se trouvera 
tout entier dans la partie concave de la courbe, et 
séparera les cercles inscrits des cercles circonscrits : 
ou pour mieux dire y il sera le dernier des cercles 
décrits entre la tangente et la courbe , et le premier 
qu'on peut décrire au-dedans de la courbe : c'est à 
ce cercle qu'on compare la courbure de la courbe 
au point M: on le nomme cercle osculateur , et son 
rayon CM est appelé rayon de courbure ; il est vi- 
sible que pour connoitre la courbure de la. courbe 
en un pomt quelconque, il suffit de connoitre le 
rayon du cercle osculateur. 

Fig- «7' ^ ^ ^ ^^^ '* courbe RMR rapportée aux deux 
axes Si C^^ Bi supposons que r /li / soit un cer- 
cle décrit d'un rayon o IU = jR, dont le centre 
est déterminé parles coordonnées -^P=j7,o/7'=7, 
rapportées aux mêmes axes et à la' même origine 
des abscisses ; menant P M parallèle kui B,oneL 

7M'^ + Mli' = oM'i 

si on désigne l'ordonnée P M par u , Tabsclsseu^ JP 
par X , cette équation deviendra 
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m ou on déduit 

^^ç^v^n^ — ip — zy-, 

représentons cette équation par r^ =/. ^^ celle de 
la courbe étant ^ == i?". a: 5 au point M^ ona 

et par conséquent F. x :^f. z , 

fît parce que à ce point z^^Xyon aura 

Fx^fx. 

Sî on suppose quejy' devienne^ H* i, lorsque x 
devient jc + A: , on aura 

P'k.Qliy '\^i^Fx+kFx^—F'.x+~F\xj^. 

S! on désigne par / raccroissement de -z corres^ 
pondant à Taccroissement ké^ x ^ on aura pour la 
cercle osculateur 

z+ l:=:fx^hf x^—f'x+ ... 

Retranchant cette dernière équation de la précé^ 
dente , on a ^ 

> ^{F'.x-^f'x.)^ Ë^{F".x-^r'x)+... 

La valeur de N M sera d*autant plus petite, 
qu^îl y aura plus de termes qui disparoîtront au 
commencement de la série: ainsi en faisanti^^==/':f, 
çt F^. X = r'i X j NM oui-^l ne dépendra plus 
que des troisièmes puissances de i : or ces deux con- 
ditions jointes à la première F x=fx^ suffisent 

S 2 
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pour dëtermîner les deux ordonnées/i, q du centre 
tet le rajon R du cercle osculateur^ en fonctions' 
deXjy, et par conséquent pour avoir l'expression 
générale du rayon du cercle ^ touchant la courbe en 
«n point quelconque : car il est visible que chaque 
terme du développement étant plus grand que la 
somme de ceux qui le suivent (91 ) > un second 
cercle dans lequel on n'aurolt pas 

Fx^fx,Fx^f'x,F''x=fm 

n^approcheroît pas de la courbe ^ de si près que ce- 
lui qui jouit de ces propriétés : en second lieu tout 
ftutre cercle dont Téquation sera telle que ces trais 
conditions soient remplies, se confondra nécessai'- 
rement avec celui-ci : car il ne ponrroit en différer 
que parce qu'il auroit un rayon différent , et des 
coordonnées du centre différentes; mais si les équa- 
ttons qui les déterminent sont les mêmes, les coor- 
données et le rayon doivent être les mêmes j» donc 
les cercles coïncideroient. 

1 90. Les trois indéterminées^ j y > R qui entrent 
dans f équation générale du cercle étant détermi- 
nées par les trois équations 

f.x—f.x..F.xz=:f.x...F'x.=f.x, 

on en peut conclure qu'aucun autre cercle ne pourra 
passer entre la courbe proposée, et celui dont le 
rayon ^ra déterminé par les conditions que nous 
venons d'énoncer , et que par conséquent ce sera 
celui dont la courbure approchera le plus de k 
courbe proposée. 

Pour déterminer jR, reprenons Téquatibn du cer- 
cle, en mettant y pour u^ et x pour z, d'après la 
condition Fx=ifxy on aura 



3°. 
4». 
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y— r 

€m déduit de la dernière (^q. — yy = ( •— — Y 
la troisième donne 

ces deux valeurs subsbituées. dans ta première > 
donnent 



-R = 



_ {^±(J!^rr^ 



— F\x'^ 



Telîe est Texpressîon du rayon de courbure pon? 
un point quelconque de la courbe : et l'on voit qu'il 
ne dépend que de la. valeur de la fonction prime ^ 
et de la fonction seconde dérivées de^ Iféquation^ 
y=zFxy c'est-à-dire de Têquation delà courbe pro- 
posée : on peut mettre cette expression sous une- 
forme plus simple : 

On a vu (178 ) que ^expression de la sous-nor- 
»ale est ^y FJ x 3donc celle de la normale sera^ 

Soit la normate = JV" : on aura donc 

N^yVTTWTy 






/ 



& S 



I 
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cette valeur sobstitaée dans Texpression da rayon 

de coarbare . donne 

Prenons Téquation générale des lignes da second 
ordre rapportée à f axe^ 



(93), 




c'est-à-dire qne dans la parabole , TelUpse et Thy*- 
perbole , le rayon de courbure est égal au cubé àe 
la normale diyisé par le quart du quarré du para- 
mètre. 

JDes lignes du second ordre considérées 
dans le cône. 



I .191* Les lignes du second ordre résistent aussi 

des sections qu'on peut faire dans un cône par le 
moyen d'un plan coupant ; c'est ce qui leur a fait j 
donner le nom de sections coniques : on se coih 
vaincra facilement que les sections faites dans leJ 
cône sont les mêmes que celles dont on vient d'exa« 
miner les propriétés y en cherchant l'équation gé- 
nérale de la courbe terminant une section quel- 
conque faite dans le cône, 
Rfr ^% Soit un cône ^BC conpé par un plan FFQ 



j 

^ 
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parallèle à la base : il est visible que la courbe FPG 
qui termine la section est une circonférence de 
cercle, dont F G est le diamètre j on aura donc 

PQ'=FQxQG: 

s! par un point quelconque a de l'apothême on fait 
une seconde section passant par un point quelcon- 

Jue'P du cercle, et ayant par conséquent pour or- 
onnée la ligne P Q , cette section sera terminée 
par la courbe aPbFa dont nous allons chercher 
l'équation. 

Soit Tangle constant Bu4C-=^a ^ le triangle 
B^C étant isocèle , Tangle B et tous ceux quitui 

sont égaux = 90 < — - : l'angle ^.ah dépendant 

de la position du plan coupant sera représenté 
par ^ , le côté Jia=^ m: on aura^ par les prinr- 
cipes de la trigonométrie y 

bai^ allsm-^txsm (180— (*+?))••♦ 

, _ m sîn « 

donc 6 a = -r-7 : ; 

sm(«-t"^) 
on a aussi 

QG : Q a :: sîn (p : sîn (90^ )• • ♦ 

donc û Voii appelle Qa^ ^^ on aura 




JP*Ç : ô Q :: sîn («+ ^) : CO8 - •* 

. ^ T ^ msin tx, 

mais bQ=ba — aQ = -T— r t-^*S 

5in (icLfJrp) 

S 4 
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, __ i7isîn*-T-a:sîn(flt + ^) 
donc FQ = 



COS-r- 
2 



Multipliant entr*elles le& deux valeurs de FQ, QGj 
on aura, 

JPQ* , ou^* 5=5 {/7»â:sin «--^^* sîn («fc+0} % 



et 



L'angle ^ dépendant de la directfon du plan cou-^ 
pant) il peut arriver que cet angle soit tel que 
4t+p = i8o% ou <i8q", ou > i8o* :dans le pre^- 
mier cas , la direction du plan coupant a i{ est pa-c 
rallèle à Papoihêm^ ^ B dix cane j on a pour lor« 

et par conséquent 

sin p =i=siB«i 

Téquation de }a courbe terminant la seetion j, &jtQ 
par un plan pcu'allèle à i'apothèq;iej, deviendra 



/ 


m sîn" A 






maia 


lin A XŒ a sin - cos-^ , 


donc 


^•5=?4ii?sin'-.ar, 



Si Ton représente parp la quantité constantç^ 



4 m sm* - , on aura 
9 



équation à la parabole (i54): donc lorsqt^e la, di-*'' 
rçclion du plan co^pallt est paràllèU a rapathême: 
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du o6ne , la courbe terminant la section est une 
parabole. 

1 92. Si Ton a cfc+ç<i8o' , sinus («+^) sera po- 
sitif, et la courbe terminant la section sera fermée 
ou rentrante, telle que aPbFa. Soit appelé 2 a 
la ligne constante ab ,o\x l'axe de cette courbe; on 
déterminera sa valeur en faisant^ = (169) dans 
l'équation générale : on trouvera pour x deux va- 
leurs , savoir; 

m sin A 

sm (flt+?)) 

cette dernière équation sera la valeur de ab; on 
QUra ainsi 

msxTiA ' ' 

çt par conséquent 

sin0,sin (ct+p) ,. .^ 

Y* ss — ^-^— — ^ ( 2 a ^ — ' ;t 1 ♦ • ♦ ,: 

ces* -^ 

Appelons ô l'ordonnée qui répond à l'abscisse a^ on 

_ sin p. sin (*+^) , 
aura i?* =5 ^^ -a* , 

oos*,- 
^ It sin^.sin («e+^) 

COS^.-^ 

% 

donc l'équatiom de la courbe terminant la section , 
lorsqu'on a , «i + ^< 1 80^ est 

y = — (aax— ^•)i 
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Si le plan coupant étoit parallèle à la base da 
t6ne , OQ auroit 

sin.A+ç = cosfa... sîn ç = cos 7*4 
réqaation générale deviendra donc 

équation au cercle. 

Enfin si Ton a « + ^> 180** , 

«In (flt+^) sera négatif, et déterminant 2 ^3^, et^^ 
comme poar l'ellipse, Téquatlon générale deviendra 

y = — (2ax+x*)i 

équation à Thyperbole. 

On volt donc que Téquation des courbes qui ter- 
minent les sections faites dans un cône par un plan 
coupant est la même que celle des lignes du se- 
cond ordre , et que par conséquent , les section» 
coniques sont les mêmes que les lignes qui donnent 
la construction générale des équations du second 
degré. 

De ^équation des lignes du second ordre 
rapportée au rayon vecteur et à Vangle 
qu^ilfait qyec Vaxe. 

193. L'équation des lignes du second ordre ou 
sections coniques , rapportée au rayon vecteur et 
à Tangle qu'il fait avec Taxe est du plus grand 
usage en astronomie : nous allons la faire con- 
xioître. 

On a vu (i35) que pour connoître la position 
d'un point sur un plan ^ il suait de connmtre sa po^^ 
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sitîon par rapport à deux lignes fixes menées dans 
ce plan ; mais il est visible que la position de ce 
point M sera également déterminée si l'on connoit 
la longueur de la ligne fM, partant d'un point ^*8* *^* 
fixe /pris sur Taxe ^J5, et l'angle Mfa que 
pette ligne fait avec ^ JB ; parce qu'il ne peut y 
avoir, du même côté de ^ Bel dans le même plan^ 
qu'un seul point -M dont la distance au point /soit * 

jJU , faisant Fangle déterminé Mfa : on peut 
donc , aux deux coordonnées x ^ y ^ substituer 
d'autres variables} savoir le rayon vecteur fM.^ et 
l'angle qu'il fait avec l'axe ^ B. 

On a vu (i 55) que dans la parabole te rayon vec« 
teur que nous désignerons par r, est égal à^/?+Jr: 
soît l'angle u^fM, que ce rayon vecteur fait avec 
Taxe = ^ ^ on a 

r:;s^MR=^\p'{'X; Fîg. i5. 

mais ji; = ^p — r ces ^ , 

parce que l'angle p AfM est obtus , donc 

r = f p — rcos^... 
ce qùî donne 

5 ( 1 + cos (p ) 4 (cos^(p)' "• 

Ainsi dans la parabole le rayon vecteur est égal au 
quart du paramètre divisé par le quarré du cosinus 
de la moitié de l'angle qu'il fait avec Taxe. 
Dans l'ellipse on a 

r = £±£f(i6o)î %-^6- 

a 

mais a; = r cos p-^c; 

4onc substituant {four :^ cette valeur^ et réduisant » 

a*— c» 

a --c cos 9' * 
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on a anssi 



^*""^*_ **_iP. 



a as 

donc - = 

p a a — a c cos 9 , 

e étant rexcentriclté de TeUIpse on la distance tf if 
^ foyer an centre. 

Dans Fhyperbole on a ^ 

*^'S->7- ex — a*, ^,. 

r = (i64) et X = c+ r cos ç t 

donc 

r, oa Filf= = -i 

a — ccos^ 2a — âccosfi 

r m 

oa -= y 

p sa — â c 008 p 

comme dansTellIpse. 

Obserpations générales sur les lignes du 
second ordre. 

1 94* On a va (i4g) qae les caractères dîstîncti& 
des différentes coarSes du premier ordre ^ oa lignes 
du second ordre , résident dans la quantité 4 a — 6% 
donnée par les coefficiens du second et troisième 
terme de Téqaation' générale du second degré; 
lorsque cette quantité est positive, la courbe est 
une ellipse dont le grand axe ou diamètre est 

i_^ 

i étant un numérateur constant , dépendant dvt 
sinus des angles ^ et « ; ce grand axe ou diamètre 
s'aloDge d'autant plus que b^ s'approche d'être 
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igsl à 4 a^ et il devient infini lorsque cette égalité 
a lieu : on a vu que dans ce cas la courbe est une 
parabole j lorsqu'on a 4 a < i* , le grand axe ou 
diamètre, d'infini qu'il étoit, devient négatif, ainsi 
^e cela doit être , puisque toute quantité doit pas- 
ser par zéro ou par l'infini , pour devenir de posi-- 
tive, négative ; la courbe devient alors une hyper- 
bole : ainsi l'ellipse , la parabole et l'hyperbole 
peuvent, sous un certain aspect, être considérées 
comme les modifications des mêmes courbes. La 
parabole , qui ^st une ellipse infiniment alongée , 
doit être considérée comme l'état de passage, la 
nuance intermédiaire entre l'ellipse et l'hyperbole; 
et comme l'ellipse , pour se changer en hyperbole, 
a passé par l'infini , certaines lignes qui déterminent 
la nature de la courbe doivent devenir de positives, 
négatives; en sorte que les deux sommets placés aux 
extrémités d^ Taxe se présentent leur convexité 
au lieu de leuc" couçavité , et que les branches qui, 
dans l'ellipse vont se réunir aux extrémités du petit 
axe , s'en éloignent au -Contraire de plas en plus 
dans l'hyperbole. 

, On peutfairè les mêmes observations sur là gé^ 
nération de ces courbes dans le cône; on y verra 
que la nature de chaque courbe dépend de la direc- 
tion du plan coupant, et que chacune peut chan- 
ger d'espèce et devenir successivement toutes les 
autres : le cercle, par exemple, en changeant infi- 
niment peu la direction du plan coupant , devient 
une ellipse ; l'ellipse deviem plc^s alongée ou plus 
excentrique , à mesure que la position du plan cou- 

{)ant est plus inclinée, ^t elle dégénère en parabole 
orsque le plan coupant est parallèle à l'apothème 
opposé du cône : la position dé la parabole étant 
un peu changée, elle devient la première hyper- 
bole. Toutes ces hyperboles vont en s'élèvent jus- 
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^a*à se confondre avec la ligne droite, lorsque 

le plan qui les forme ne fera que toncher le 

cône. 

De quelques autres courbes des degrés 
supérieurs. 

195. Quoique notre objet ne soit pas de traiter ^ 
d'une manière générale y des lignes d'un ordre su-* 
périeur au second , nous Ferons cependant mention 
de quelques- unes en particulier y qm' nous serviront 
d'exemple pour expliquer ce qui nous reste à <fire 
sur les affections générales des courbes. 

hes anciens n'ont guère connu d'autres courbes 
que les sections coniques, la concboïde, la cts* 
solde. . • etc.; on j ajoute ensuite les paraboles et 
les hyperboles cubiques. 

1 96. La conchoïde de Nieomêde. Si l'on tire 
^S- ^- deux lignes perpendiculaires entr'elles B D,GH, 

^^^^' qu'on détermine sur la première deux points i>, d, 
également distans du point d'intersection ^; si tU 
rant ensuite du point B autant de lignes qu'on you-> 
dra B JUy on prend sur ces lignes, tant an-dessus 
qu'au-dessous 4e G H, des parties QMj Q m éga* 
les entr'elles, et à J9 ^, ou c{^, la ligne courbe 
qui passera par les points ainsi déterminés D , M , 
m^d... etc. est appelée conchéide de Nicomèdey 
du nom de son auteur : 

Le point fixe i? en est le pôle, la ligne G H en 
est Vasympioiejia pattie constante D^ en est la 
règle , et les lignes B M, ou B m en sont les rayons 
vecteurs, ou rayons générateurs. 

Si la partie constante D ^ est moindre que la 
distance B^ dn pôle à Tasymptote, la conchoïde 
sera telle qu'on la voit dans la figure ag : si 27^ s 
B^y la branche inférieure prend la forme indiquée 
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par la figure 3oi si Dui^BA ^ la^orme sera celle 
delà figure 3i. 

Pour avoir son équation , plaçons Forigine des 
abscisses en.^, soît PJf, perpendiculaire sur 

. =D u4 = a,..^ B = b: 
les deux triangles semblables B Q ^ y M Q P j 
donnent la proportion u4Q : udtBii PQ : PM. . • 
mais on a 

u£Q — AP—PQ = AT — Va:'—y\ 

donc X — V o?' — y^ihw V a^ — J/^ *y 

d'où on déduit 

xy={b+y) Va*—y\ 

Pour la branche inférieure , on aura 

AQ = ^P'+ Q P'=^ X + x^a'^y\ 
et par conséquent 

xy = ( b — y ) Va^T-y"^ : 

on peut dans cette dernière équation^ supposer 

b:=ia^b> a^b <iaj 

elle restera toujours du même degré, et appartîen-^ 
dra aux trois formes différentes que nous ayons re- 
marquées 'y on réunira les deux équations en une 
seule j en écrivant 

xyT^{b:±iy) \/a^^y<. 

et élevant les deux membres au quarré, pour dé- 
barrasser réquatîondu radical", on verra que la con^ 
choïde est une ligne du quatrième ordre^ ou courbe 
du troisième , dont Téquation est 

y^:±:uby^+{ J*~a*+**)j'*:=ta a* frj"— a*i*=xo^ 
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Si au lieu d^rapporter TéquatloD de la courbe 
aux deux axes perpendiculaires J5 Z?, GH y on la 
rapporte au rayon vecteur ^ilf, et à rangleJÉfJ^D, 
on aura une expression beaucoup plus simple, dont 
on pourra déduire également les propriétés de la 
courbe. 

Soit le rayon vecteur jBjfef=:z, l'angle iH5J?=f/ 
on aura 







ja v = , 

cos^ 


donc 




^ h 

• cos# 


pour 


la branche 


supérieure, et 

h 

cos ^ 


pour 


la branche inférieure^ réunissant les deux 11 


gnes, 


on a 


._ * *. 



cos p 

La description de la courbe indique ûsset que 
puisque la ligne constante t)^ , ou QÎHimf^mA 
de plus en plus , sans se coucher jamais sur G H ^ l6 
point M^ ou m doit toujours approcher de la li- 
gne G H, sans jamais l'atteindre ! cet exemple est 
très*propre pour donner une idée exacte des asymp- 
totes des courbes. 

Les anciens faisoient usage de la conchoïde pout 
trouver deux moyennes proportionnelles entre deux 
lignes données , et Pon sait que c'est en cela que 
consiste le problème de la duplication du cube 
( Géométrie 352 ). 
. 1 5>8. La cissoïde de Diodes. Si sur resctrémlté 
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J^iÔcïa diamètre d'up cercle ujfNB^^^àtt taènte Fig.!5i» 
l|ne tangente indéfinie Q J?S!>.^t "guedu point -<:/ , 
on mène autant de cordes qu'bti voudra, ANy^M^ 
prolongées jusqu'à la tangente, qu'on prenne en- 
suite sur ces lignes les parties N q^M' q' égales 
aux cordes correspondantes ^ N^ ji M y la courbe 
qui paisera par les points ill'> îi^'^ ainsi déterminés^ 
sera la cissoïde de Dioclès. 

Il suit de cette description , que si on mène les 
droites NQ^N' P perpendiculaires au diamètre > 
0n aura la proportion 

^a^^'Dn^ÎTiN'qi 
mais A îf^rr^N' q.% par la .c^ftstructîoï^ donc . 

, ^ ^^ — ^B—Bp- 
et par conséquent 

ce qui donne la proportion suivante 

PN'r^ Pi^GNonPFf^ G onÈPï 

mais par la propriété du cerclé 

APxPF\yPFiPB^ 
donc on ala propordonnalhé >: 

^PN'iXJPiPFïPÉ. : 

Aînlsî ces quatre fignes , Tordonnée dé là èôùrte*> 
Vabscîsse correspondante ,l'ordofarféWdu cercle fai- 
sant partie de cellp de la courbe ^ et le second seg- 
ment du diamètre forment toiujours une propoçtioii 
continue. • 

Sôit Pordbimfe ^ PN'^jr, . ' 

Tabscisse 

on aura 

«^^4^1 Va a AT.— *ai;r*22a — x^ 
MU T 
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ou .f*(aa — x) = xr*: 

donc la cissoîde est une ligne da troisième ordre ^ 
on conrbe do second : le radical qnarré qu'on peut 
prendre avec le doable signe db indique que la 
conrbe a deux briùiclies,. une à droite^ l'autre 4 
gauche du diamètre ^ B: 
Lorsque x^^=:%à,oiia 

... 8 a' , 

c'est-à-dire que la valeur dejr est infinie , et qu'ainâ 
jla cissoîde peut s'approcher continuellement de la 
tangente B q sans jamiais pouvoir l'atteindre, mes 
elle peut n'en dîffSÈrer qu'aussi peu que l'on voudra : 
B Q est donc Pasymptote de la cissoîde. 

Cette courbe sert aussi comme la conchoïde^ pour 
le problème de la duplication du cube. 

Des paraboles et, hyperboles des degrés 
supérieurs. 

198. Parmi les lignes courbes des degrés supé- 
rieurs^ il est une classe qu'on distingue par la sim- 
plicité de leur équAtipn, telles par exemple que 
celles qui pont comprises sous la forme jr*^=a"*«% 
et qu^on nomme paraboles de tous les ordres. 

SiTona . 171=71=1^ 

r^uation y^ =: ax 

... i. .. * 

sera celle de la parabole ordinaire que nous avons 
Fig. i5p déjà examinée. ' i ■ 

Si Ton fait m== 3 j 7z = 1 9 on a 

Fig, 33. î^î «st l'équation de la-pr^mière parabole cubique^ 
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c'est l'équation de la seconde parabole cubique, ^ Fig. 34. 

En donnant successivement k m et n différentes 
valeurs, 6n aura dei courbés d'un ordre plus élevé , 
et oh jugera de là^ position de leurs branches par 
rapport aux axes, par l'exppsant de^ et x, suivant 
qu'ils seront d'un -degré prair ou impair. * 

On peut aussi avoir des cpurbes dont Inéquation 
est >,^ .' 

ce qui est Péquarioh'del'Hypérboteirdîûaîré.... 

On a vu que x y == m étort Féqûation de l'ïiy** 
perbole ordinaire rapportée a\ix asymptotes : on 
peut aussi , par atfalogîëy prendre l'équétion x'^y^' 
= «"'*''' pour celle d'ime infinité de courbes ayant 
des asymptotes^ V que Poh* nfiïmmè'Sussi hyperboli-^ 
ques , quoiqu'elles' soient d'une forme différente de 
celles dont l'équation ëie ' « 

la position des branches de ces courbes > par rap^ 
port à leurs asymptotes, dépend des exposans de x 
etjr y selon qu'ils sont pairaqu impair» : on peut voir 
SUT ces différentes courbes, les ouvrages de Cramer^ 
d'Euler^de^JN^ëwton, etc* : • ""^^ . ^ 



I ; :. \ ; 



Des courbes de genre parabolique. -^ 
. îl99».Ona.vu(i49)quel*équdtiQil. .. - 

«fiP^W èfl?:paîabsJe.jir4imf > .et çoto|n,ecejtte 
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équation est comprime dans ^équation pkM générale 

on nomme paraboliques les courbes que cette der- 
nière équation représente : on peut concevoir Té^ 
quation des courbes de genre parabolique^ sous 
une forme plus simple 

composée d^àutant de termes qu'on voudra : ces 
courbes peuvent être considérées comme une ligne 
K'. 45. qui serpente autour de Taxe des abscisses , et qui 
' tantôt coupe Taxe en autant de points qu'il y a d'u- 
nités dans le plus baut exposant de l'équation , lors- 
oue toutes, les racines sont réelles ; tantôt ne coupe 
1 axe qu'en un certain nombre de points moindre 
que le plus haut exposant, lorsque l'équation a des 
racines imaginaires : l'ordonnée j^, dan^ ces sortes 
de courbes, n'est jamais élevée qu'à la première 
puissance ; la. aonsidération des courbes parabali- 
ques est très-utile dansla jâsoltJtion des équations j, 
nous en parlerons plus pai?ticttlièrement> lorsgtie 
nous aurons fait connoître les courbes mécaniques 
ou transcendantes^ dont on lait le plus d'usage en 
mathématiques. 

Courbes transcendantes. 

200. On nomme courbes transcendantes , ceHet 

3ui ne peuvent être déterminées par une équation 
gébriqué., et dont les rdations entre les abscisses 
et les ordonnées dépendent àes logarithmes , des 
arcs de cercie^dessinas/çosiiius^ telles sont la 
loprithmique ^ la quadratrice y la cydoïde, les spi^ 
raies, &c. ' ^ 

itoi. La logarifftmiyiie; Si Su dxyise wé^^s^' 
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droite ^ Centxn. certain nombre de parties éga* 
les u^E, EHyelt <fue par leê points de division ^, 
E, S[y. . .Py onélève des perpendicnlaires ^ B, Fîg. 35. 
E JF^ HKy PM, continuellement proportionnelles 
entr' elles > les extrémités de ces Ngnes ByFjK^M 
formeront une ligne courbe appelée logarithmique^ 
doot là propriété principale est d'avoir des ordod-- 
nées en progression géométrique ^ répondant à des 
, abseî^s en progression arithmétique : celles • ci 
saront<daac le logarithme des premières. 

Soit :^P=ir,P-ftf =:^••• 

lé haoduIe=m,la base des logarithmes naturels=^, 
' on àtirh^par la nature de la courbe^ 

Mukijpliant le premier membre par log es i , on 

aura x log e = m log y,, 

d*où on déduit 

Lai propriété la plus remarquable rfe cette cour- 
be est d^avoîr toujours la sous-tangente égjale au 
module : pour le démontrer , prenons Péquatîon gé- 
iiéràle des sous- tangentes^ que nous avons vu être 

f 

Si on sui4>ose que x regcMve un accroissement k , 
on aura 

e~ =ce"X^"=e"{ !+-+-'»•+— ^wî'+- 1(107) f 

T 3 



i 
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donc /" 

et par coDsé^aeot 



donc F' x<= «*" x-^ ,. 

m. 



*-— — =r 772. 

--FAir' 



Cette courbe représenté |ous I^s systèmes de l<>ga- 
rithmes', en donnant à tti différentes Tatecrs : si on 
prend Tordcinnée ^Bqun répond à Tabscisse »érè, 
égale à la sousr tangente >qn' cm prendra poûr^ûké , 
les abscisses de la courbe représenteront les loga- 
rithmes naturels dès èrdonnées^ ^ * ^ 

Si on , décrit la logarithmiqup de mâE\ière que 
rordonnée-<di^jEf,répondant à l'.afciscîsse zéro,ét^ut 1, 
la sous- tangente soit égale à ' ' " 

0,434294.. •( ib3), 

et que Fabscisse comprise entre les ordonnées i*' 
et 10 soit égale à 1 , alors le logarithme de 10 sera 1, 
et la courbe représentera le système des logarith- 
mes tabulaires. 

Comme une progression, géométrique s'étend à 
l'infini des deux côtés de son premier terme, il est 
évident que la logarithmique. s'étend au$^i à. Vinfini 
le long désoD a^ce ]^C, au-dçs|§u§ et au-ifessôps da 
point -^ ; et comme les termes d'une progression 
. géométrique décroissante ne sont jamai§..tiéfo , m 
voit que fa courbe s'approchera continuellement 
de son axe, sans jamais l'atteindre, et que par con- 
séquent l'axe u^ C est l'asymptote de la logarith- 
mique. 

202. Là quadratrice de Dinostrate. Soît un 

quart de cercle uéJ^B divisé en autant de parties 

F>g. K. égales qu'on voudra ^ L^L M, M N... aux 

points de division L,MjNy soient xnenés le» 

rayons L C, MC^ N C... qu'on divisera en chutant 4* 
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parties egafles-qUë l'arête IM'jB contietit dé. parties : 
par les points de division û^bj^Cr, •, niejiez^ les pa- 
rallèles ar, hs^etPA ries întefsèctrons mûCûelles^ 
de ces parallèles civeo^ le^ j$i]fm0;.€}4rrêsp6ndatfê^ 
formeront une courbe qu'on nomme quadratrice. 

Oh peut encôté \û côncetoîrforiiiée par le lûcHi- 
vement uniforme de deux lignes. Si 1 on conçoit 
que fe râ.^oci ^Ç se mepye'unifocœéixfeni: atHsôMT; 
du centre C, jusqu à ce qu'il arrive en C S , et. que' 
pendant ce temps^ une ligne perpendiculaire énJif^' 
allant de u4 vers C, parcoçire aussi uniformément 
le rayon ^ C, rinten^ctioù mutuelle r^s^ty... du 
rayon C-^, qui devient successivw<$»t C£'> CMJt, 
CN... et de fa perpendiculaire PJR, formera la 
quadratrice. - ' 

De cette dernière oçdstraction ^ on tire la pro- 
portion ' 'si r. c 
^ MB . A Cv.^ Sx ^F. 

Soit le rayoa. 1- . : '! r.-.z :.> /. 

l'angle [ ' .^^ .^ ^^ÇSi.^y ] , ■ 
l'arc ou Paàgle "^ ' /- . • 

:ÀMB=\yCJP '^z-toiY% et'J^ÎPiîaa— z^ps/: 
dôncïàjiroportuin'dqn^ . , 



Kj I j 




■ - '^a> 

- a^«— • z ces ^ = ' " " , et Z'jrs a 

V Pour avoir le point H, où 1^ qufwfcatrice coupe 
le rayon 05, oiq fera ^ . ' 

. ..^...-j-.. .... 

T 4 
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dans rexpre8sioa.dd f ^ et Ton tv^^Y^rjà^^Çff^ qf» 

. iious appellerons ô^j^^--^: expression îndétetnxlnée^ 

Pour h âétérïmnety sâpposons p<y^rttb Aioment 

que ^ = 7 -^ 8 }> pi|r i8 j'wte^dU UW quwaitéirès* 

petite la plus (i^^ooltaiite de »èra, 'i:^ç«* — ' de* 
viendrai ,^, • t . 

ercois deviendra • - : ^^ » 

dono ft=— : 

4 .. . ^a * 



.5... V 



dono * = -— TTS ^^ -^^-S =; -r-4 

c'esl-à^dire quele qi^vt delà cîrconfif retice ^MB^ 
est troisième proportfonnelle au rayo* C-^, et è^ 
l'ordonnée Ciï de la^quadratrice: et que par con- 
séquent on trduverok lé rapport de^a ciiteoriférence 
Qu diamètre, si-43n pouvoit déterminer rîgoureuse-r 
xnmt le ràppbrt de a,\ 6. ; on afiroit donc ainsi la 
quadrature du cercle; c-est oeqaiafait donnera 
cette courbé le nom de qu^dratrice. 
: Cherchons ^çquaCion^ çnjà raplportai^t «^ de& 
coordonnées perpendîculaîrea ecftr'élles : 
Sçwt 
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on a, par la dascripddn de la courbe , 

x^MB 

- w/S. O — — —————— - 

a 
et par conséquent 

x^MB 

♦ = — -; J 

a 

a' 
mais ^MB=s —, 

. A. . , 

donc l'angle f ce=-: 

or îï estvis|ifale que sî on prend CP pour rayon , 
P R seraîà tangente de l'angle p^ donc ré^uatibo 
de la- courbe sera 

! kff ... ' • » . . •■ ^ l _ • »... 

X 

5rt=r(a— -t)tang- î 

On voit par cette égôàtron qùé là quadratrîce 
eoupe Taire en deux points , savoir lorsque a; =; o ., 
et lorsque jç=za a... Pans cette derûière supposi^ 
tlon, on a 





2 a T 
tang ---»t«ng^, 
. a â 


parce qq'pn a. 

ao 9^MB r 

QQ aura doue 


• 


sa 




^û^g g ---^o>- 


donc 


J^ = o».. 


Si l^on 


fait X négative, on a 




y = —(a + ai)tnng-^} 



\ 
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la courbe a donc des ordonnées négatives au - delà 
de l'origine des abscisses ^ et si 



a 



x = — a, tang -r on aura tang y 5= oo ^ 

donc la ligne Q T, mèhée à la distance ^ Q = a ^ 
est l'asymptote de la courbe. 
Si Ton fait or > 2 a , on aura 

•' ,. > = o> 

et SI AT = 5 a, on aura 

5a 
^ = ~3atang— - 

y b 

'3a j /sa a\ . - 

donc y sera égal à — a , et par .conséquent la ]i^B 
D F menée à la distance £27 <= a ^ sera encore 
asymptote de la courbe. 

203-. Çychîde, Jppntfevpns que le cercle ^ G 
roule sur la ligne .^C^ jusqu'à ce que cous les points 
Fis.37. de la circonférence se soient successivement appli- 
qués sûr cette droite ; il est visible que le point ^ 
décrira par le mouvement du cercle une courbe, 
que l'on a nommée roz^^^^cyclpidë^ou trochoïde: 
telle est la conrbe que décrit dans l'espace un point 
delà circonférence , d'une roue qui tourné sur un 
plan korizontaîr \ . - 

De cette génération il est facile de déduire i"*. que 
la ligne droite ^ C est égale à la circonférence du 
cercle générateur , et que par conséquent ^ D est 
la moitiéjdu cercle générateur; que 2\ ^L est égal 
à l'arc correspondant FL du cercle générateur; car 
ce cercle en roulant applique successivement tous 
ses points sur la ligne ^ C, donc la partie ^L est 
le développement de l'arc FL : il suit de - là que 

LD = FK=:^VeiTcF3îyOMKBi 
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mali FH=FK+KIT, 

etKH est Pordonnée correspondante c(u cercle gé- 
nératetrr, ou le sinus de Tare FM=^KB; donc 
i*ordo6Hee-F JEf delà cfycloïde est égale à l'arc cor- 
reiq^oTréant dticjft^de générateur, plus à Tot-donnée 
du mètneatc^ ou au àîuus de VangleJ5'JR.K mvAii- 
pliéj>âï*lêràybn.-^' • à » 

Si on appelle a le rayon du'cefcle générateur , y 
V<yt'àùhiiéé FJÏ'aè là cycloïde, réjrc X?i^ = u ,0x1 
ûura^-^ •'-''"* '>'-- -■* '"^ ••'-- ' ■ ' 

' ..,, . ....... -..iW..-. {.. .V • , 

Puisque la de$cr}|>t)<>n deià cydioïde tésutfeda 
mouveinent d'uii!cerpïë Mr uue ligne drofite , il s'ert 
suit qu'elle u'e^stpàj»- teriûinée aupoint' C, ou lé 
poimt ^ du:cerctB toùl^hé^ âe*ilouveaû 'là ligne J/C: 
car rien ne limitant ïô durée du inouvement ', on 
peut concevoir<|iiele^C6rcle continue* a rouler sur 
la droite^'C aU*-delà du point C», • et pèr coijsé- 
quent'le point ^ décrira par k continuité de son 
ZDOUvement^un^econd et un troisièinë àrcde cy- 
doïdé égal au premier ,*et ainsi de suit^ à l^ihfini i 
on doit en dire autant sur la; gauche \iu point \^, 
puisque le Gercle:ja piiVn*arriver à ce pdittt gu'aprè* 
uu UOfnfere indéfini «de révolutions. - f ; . / » 

.: Si onaupppse €pieia;d6mi*cir<k)tïférënctâ^4u cer- 
cle générateur soit a ^yil est évid'enk'xi'dprès la des- 
cription de la courbe, que Pordonnée'eoifrespon- 

dante à un nombre n de résolutions ilu cercle, sef^ 

j/ = aawT + w + a^hf^ri'Tr + --Y 
r= 2 a w T + « + a sîn f --} j, _ 
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et si Tare u= o,oxib, 

^ = 3 ariTz 

on voit par^là qae la çydoïde eongae de la maniera 
la plus gépérafe, peut être coupée par Taxe desy 
dans une infinité de points, et qae pst Ç5»pséqQent 
son éqaattOQ.ne peut pas être algenrique ^ pqisqiie 
de quelque degré qu'elle fût, elle nepourroîl; niar-« 
quer cette cicconstaoce. ., 

Si indépendammenl: du mouvement de rotation y 
te centre du cercle générateur avoit un mouvement 
de translation en avant ou et| arrière , il en résulte- 
roit deux cycloïdea différences, dont Tune est dite 
cycloïde alongée, et Tautre cycloïde raccourcie. 

Or peut les. concevoir Aécrites par lé même cer- 
cle, et en m|^me:temps:qiite taftremière^ en presanl 

Fig 38. deux ppînts-P, Q sur le rayon M^ prolongé Ton 
au-dedansda cercle Q,lWtre suivie prolongeaient 
P ; le premier décrira laeyclofde àlongée fig. 38 > 
car il est visible que lorsque Je point Q aura rejoint 
la ligne QQ^y la t>9se de la cycloïde décrite par le 
point , serf^ plus grande que là. circonférence da 
cercle quia ^Q pour rayon , puisque cette base sera 
toujours égale a ></ C,on à la cii^conférencé du cer* 
çle qui a.iî ^ pour rayon, 

jig.3g. L Le paiiM-P^décrit la cycloïde raccourcit fig. Sg ,. 
puisque lorsque lepoint P aura rejoint laWgne PP^^ 
la base de oette'cycloïde>seramoindre que la circon- 
férence qui éR'Jr pour rayon; maïs la corde iCi? 
sera toujours le sinus de l'arc correspondant ; donc 
k partie F K de l'ordonnée sera toujours plus 
grande ou plus petite que Tare BK: on aura donc 

P » • ^ 

q a 

pour réquatioi^des trois cyclaûies : si p = ^ > on a 
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Pjéaoation de 1^ cyck)ïde ordinaire y si p^ ç ^ on a 
«elle de la cycloïde alongée j et sip <'y, oh a celle 
de la cycloïde raccourcie. 

204. Spirales. Les spirales en général sont des 
tourbes qui vont toujours en s'éloignant d'un point 
pris pour centre , en faisant autour de ce centre 
plusieurs révolutions ; ou peut en concevoir d'une 
infinité d'espèces différentes : nous ne parlerons que 
des principales. 

zo^. Spihile^^rchimàde. Si Von conçoit le ^'S'^"^' 
rayon du cetcle C^ di*isé en autant de parties que 
la tîircofnférence , piat ejieinple, en 400 parties j que 
tandis que l'extrémité du rayon se rneiit sur ta cir- 
ccmférence et la parcourt toute entière , un point 
qui part du centre C se meut sur le rayon et le par- 
court toufcentîerd-uniôottvetnent tiniforme3de sorte 
que les parties qu'il parcourt à chaque instant sur 
le rayon sont proportionnelles à celles que l'ex- 
trémité du rayon parcourt dans le même instant 
mv la circonférence j Ja courbe CDNu4 j décrite 
par le point mobile en vertu de ces deux mouve* 
mens , a été nommée spirale d'Archîniède. 

Lorsque le rayon Cu4 a fait une révolution , et ' 
que le point mobile parti de C est arrivé en ^ ^ 
on peut concevoir que ce point continue à se mou- 
voir sur le prolongement du TJBiyoïi , et le f ayon à 
tourner', <ie qui produira une continuation de spi^ 
l'aie 5 et on voit que cette courbe peut être con- 
tinuée par ce moyen aussi loin qu'on voudra. 
Le centre C du cercle .^J^E^ se nomme, le 

{>61è } la UgneCJy assujettie à passer par le pôle est 
e rayon veoteaV^ et tient Ifeu dé Tordonnée de la 
courbe , ^ndis que'l'arc^jlf remplace l'abscîssQ. 
Pour avoir donc l'équation de cette courbe , on 
supposera le rayon du cercle C^:^r> le rayoa 
!irect«ât ou roraonnée CiV'=y , la circonférence 
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on fera ensuite la proportioa 

CNi CM::ATc.u4M:cir~u4BEu^^ 
ou yirllxii^r'^: 

donc . t' = ;. . 

c est-à-dIre que dans la spirale d^Arcliîiiiède les 
rayons vecteurs sont proportionnels aux arcs cor- 
respondans. ' * 

2o6.0n peut rendre la génération de ces sortes 
de spirales plus générale , en supposant que les 
rayons vecteurs soient comme telle puissance en- 
tière ou fractionnaire qu'on voudra des aires décrits; 
pour lors Téquatiion générale de ces spirales^ sera 



rx' 



ou si on représente par ^ le coefficient' constant 

(2 r'^ry 

y = u4x\ 

Si Ton fait /x = i , Téquation est celle de la spirale 
d'Archimède que nous venons d'examiner } si 71 = x, 
on a Téquâtion 

y=^ A x^ ^o\3iy^^=^B X : 

cette équation est celle de la spirale qu'on nomme 
parabolique^ parce Qu'effectivement. soi^quatioa 
â beaucoup de rapport avec celle de la parabole : 
si7j = — i^ona -yx^^^Ay- -- — 

équations la spirale qu'on nomme hyp^rbolîgue, 
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à cause de Tanalogie de <don ^uation avec celle 
de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
' Enfin si l'on divise un quart de cercle ji CB en 
un grand nombre de parties égales aux points 
N^AyTi yvl ... &c. et qu'on prenne sur les rayons Fig. 41. 
CNyCn. .. des partiels CM, Cm, Cm' en progres- 
sion géométricfue^les^points M^ tti, m' formeront la 
spirale logarithmique dans laqudle les arcs ^ N , 
J/tz. • . seront les logarithmes des ordonnées^ ou 
rayons vecteurs CM. 

Une des propriétés de la spirale logaritlimique 
est de fjBJrfe une infinité de tours autour de son cen- 
tre sans jamais y arriver, ce qu'on peut démon<- 
trer de la maiiiiète suivante .: 

; Les rayons vecteurs de cette courbe forment une 
progression géométrique décroissante , dont aucun 
terme ne sauroitêtre zéro, ei par conséqeent la dis- 
tance de la spirale au centre ne peut jamais être nulle. 
L'éqùàtioh de cette courbe sera la même que 
c^Ue de la logarithmique ^ 

• /♦•»••■■ ' w 

. ,r =- m logy ^ ou jK =^ ^"S 
en observant que dans la spirale les ordonnées par- 
tentd'un mêmepoint et lesabscisses sont comptées 
sur la circonférence d'un cercle. 

2.07; La. ressemblance des équations des spi- 
rales avec celles de certaines courbes géométriques 
a donné l'idée de convertir les unes dans lés autres. 
' Par texémplë , si on a une parabole dont l'équa- 
tion est y''r=^jlx, et qa*6n roule l'axe de cetteî 
parabole sur la èîrconférence d'un cercle j^i'NS , 
les ordonnées MN, pS de la parabole perpendî- Fig. 42* 
culaires a Taxelrbient se réunir au centre C, et la 
parabole devîendroit une spirale \^MpR: Téqua- 
tion de cette spirale seroît 

-. r _ y — ^x, 
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en pr^oaot MN pour ordonnée et Tarc^i^potir 
abscisse ; mais si on^eat compter les ordonnées da 
centre^ on fera l'ordonnée 

le rayon da cercle CN = r; 

on aura donc y'^=^z — r, 

et Téquation deviendra 

108 • La spirale logarithmiqne peut aussi étra 
considérée comme nne logarithmique dont l'axe 4: 
été roulé le long d'un cercle, et dont les ordon- 
nées sont disposées de^manière qu'elles concoorenC 
au centre et qu'^es se trouvent prises sur les 
rayons prolongés* 

Des affections particulières des courbes. 

209. AprtI les considérations du nombre et de 
l'étendue des branches d'une courbe et de sa cour* 
bure en un point quelconque , se présentent celles 
de ses points singuliers • • • On appelle ainsi les pointa 
delà courbe qui ont quelque propriété particulière, 
tels que les points multiples , les points conju- 
gués , d'inflexion, de rebroussement^ de serpente-» 
ment. • «Sec. 

2lO.,Qn nomme point multiple celui qui est 
commun à plusieurs Jbranches qui se coupent à ce 
point ; l'ordonnée qui répond à un point muldple a 

{)Iusieurs valeurs égales: si le point est doable ^ 
'ordonnée qui y répond a Ifleqx valeurs égales; j 
^mn dans la concho'iîde raccourcie, en faisant oc ?=:o, j 
on trouve 

Fig. Si. j^= a* • . ^ = — 7 a. • • j^ =3 ^, • • jr =5 — - 5 .* 

donc 
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donc au point J5 il y a deux ordonnées égales , et 
par conséquent la courbe a deux branches qui se 
coupent à ce point. 

Quoiqu'à un point double il y ait des ordonnées 
égales , il ne faut pas en conclure que le point soit 
double toutes les fois que les ordonriées sont égales; 
car si l'ordonnée étoit tangente à la courbe , on au- 
roit pour le point du contact deux ordonnées égales 
sans quQ le point soit double : ainsi dans les bgnes 
du second ordre, ou Ton a l'équation 

l'ordonnée y a deux valeurs égales ^= — =1= o > 

et cependant les lignes du second ordre ne peuvent 
pas avoir de points doubles, 

A un point double il doit y avoir deux tangentes 
de directions différentes j donc la direction de la 
tangente doit être déterminée par une équation du 
second degré, et pcHâËl! un point triple, par une 
équation du troisième degré. 

211. Les points conjugués sont des points qui 
appartiennent à la courbe sans la toucheiç', et qui 
se trouvent placés dans le plan de la courbe , de 
manière qu'ils sont comme isolés et séparés <Jes 
autres branches ou portions de courbes : tel est le 
pôle de la conchoîde ordinaire. En effet ^ si l'on 

fait a? = o , on a ( j— ii)*=: o ; Fig. 29: 

donc J^ = ^ > 

et par conséquent le point B appartient à la courbe; 
et comme il en est isolé , il est appelé point conju- 
gué de la conchoîde. 

ZI 2. Les points d'inflea^iop: d'une courbe sont 
ceux où la courbe, après avoir, tourné sa conca-tS" 
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▼ké vers Qoe ligne, oommence à se replier en -sens 
contraire an premier , comme on le voit dans la 
première parabole cubique y qui a un point d'in- 

Fig. 33. flexion à son sommet ou à Torigine des abscisses ^ 
dans la cycloïde alongée, &c. Les courbes de 
genre parabolique serpentant autour d'une ligne 

Fig. 45* donnée^ présentent aussi des points d'inflezioD* 

Pour qu'il y ait un point d'inflexion dans and 
courbe , il faut qu^le puisse être coupée en troîs 
Fig. 35. points .Al^Jlf' par une ligne droite; supposant 
ensuite que les deux points extrêmes MM se rap* 
prochant du point du milieu y viennent se confondre 
avec lui , la sécante Jlfu^ M deviendra tangente à 
la partie concave et à la partie convexe de 2a 
courbe ^ et séparera l'une de l'autre, 

213. Lorsque la courbe qui s'infléchit retourne 
en arrière» en tournant sa convexité vers la même 
partie de Taxe où elle tourne sa concavité^ le poinjt 
F!g. 34- d'inflexion est nommé point de rebroussepieni : on 
Sa 30-57. en voit un exemple dans 1^ seconde parabole cu- 
bique au point Si , dans la cissoïde au point .^ ^ 
dans la conchoïde au point JB, dans la réunjon dea 
différentes branches de la cycloïde au point 
C...&C. 

Ce qui distingue le point de rebroussement da 
point d'inflexion , c'est qu'au point d*inflexion l'or- 
donnée n'a qu'une seule valeur, à moins qu'elle ne 
soit tangente de la courbe ; au lieu qu'au point de 
rebroussement elle a deux ou plusieurs valeurs. 

Fig. 43. 214.11 arrive quelquefois que la courbe qui a 
tourné sa concavité vers son axe rebrousse en an- 
rière, en tournant de nouveau sa concavité veni 
le même axe ; alors la courbe forme une espèce 
de bec, et le poîntri^ est nommé rebroussement 
/^ de la seconde espèce. 
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215. Lorsque la courbe s*infléchit deux fois, 
ou qu'elle serpente autour d'une ligne droite ^£f^ Fig.44^ 
elle est coupée en quatre , points par la ligne 
droite ; si Ton suppose que les points d'int4arsectioB) 
se rapprochant continuellement, se réunissent eu 
un point M, la courbe ne présentera que deux 
branches y et le point de réunion Jf de tous les 
points d'intersection sera nommé poing de serpen- 
tement, ou, selon quelques auteurs, point d'in- 
flexion invisible. 

Enfin , les points d'osculatîon de deux courbes 
6ont ceux où les deux courbes se touchent sans se 
couper ; on a vu qu'entre une courbe et sa tan- 
gente on peut faire passer une infinité. de courbés 
différentes , qui toutes ont une même ligne droite 
pour tangente : ces courbes approcheront plus ou 
moins de la courbe donnée, et ne coïncideront qud 
dans le seul point où leurs ordonnées sont égales : 
les diflférens degrés de rapprochement des courbes 
forment dîfférens degrés d'osculation. La méthode • 
des tangentes n'est qu'un cas très- particulier de la 
théorie des osculations ; celle du rayon de courbure - 
présente ensuite l'exemple le plus simple d'uâe 
osculation du second degré. 

Usage des lignes courbes pour ImrêsQlutiçn 
des équations. 

îï6. L'usage principal dés courbes dans la 
géométrie est de donner par leurs intersections les 
racines des équations, en rendant sensibles plusieurs, 
résultats importans de cette théorie 5 cette espèce, 
d'application de la Géométrie à TAlgèbre a été, 
expliquée d'une manière très-claire et très-élémen- 
taire , par Lagrange , dans les lejons de l'Ecole 

Va 
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Normale. Noa$ allons donner l'extrait de sa mé-^ 
thode. 

217. Soit la formule générale des équations 
composées 

x^+Px'"^' + Qx^^+Rx'''^+ . . . +^=0. . .(1) 

Représentons par des lignes droites toutes les 
valeurs sucotssives qu'on pourrolt donner à Tin- 
connues ^ ainsi que les valeurs correspondantes 
que recevra le premier membre de TéquatloD; 
pour cela , au lieu de supposer le second membre 
de l'équation égal à zéro , nous le supposerons égal 
à une quantité indéterminée y : nous porterons les 
valeurs de x sur une droite Indéfinie J^B ^en par- 
tant d'un point fixe Q oùx sera zéro ; nous pren- 
drons les valeurs positives de x sur la partie QJB, 
et les valeurs négatives sur la partie opposée Q^: 
Téquation 

Fig. 45.. a:'+P A:«-' + Q:c»-+iî^"-^+ . • . +/^=y 

sera celle d'une courbé de genre paraboligae 
HLOK, serpentant autour de Paxe^^. Les 
racines de l'équation (1) seront les valeurs des abs- 
cisses répondant aux ordonnées = zéro ; c'est-à- 
dire QM,QN,QIl.^Qi,^QG... 

La considération de cette courbe donne lieu à des 
remarques générales sur la nature des équations. 

Comme l'équation de la courbe ne contient que 
des puissances entières et positives de :c, il est clair 
qu'à chaque valeur particulière de or, répondra une 
valeur déterminée de^^ et que cette valeur sera 
finie tant que x sera finie j mais comme rien ne 
limite, les valeurs de ;t:, elles peuvent être suppo- 
sées plus grandes que toute grandeur assignable , 
et il. leur répondra des v^eurs de y infinlmeoC 
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grandes , tant du côté positif que du côté né- 
gatif 5 d'où il suit que la courbe aura un cours con* 
tinu et simple, et qu'elle pourra s'étendre a l'in- 
fini de côté et d'autre de l'origine Q. 

218. OnYoît aussi que la courbe ne pourra pas* 
ser d'un côté à Tautre de l'axe sans le couper, et 
qu'elle ne pourra revenir du même côté qu'après 
l'avoir coupé deux fois ; par conséquent entre deux 
points de la courbe placés du même côté de Paxe, 
il y aura nécessairement un nombre pair d'inter- 
sections; c'est ainsi qu.'entre les points L^ O il y a 
une întersecti'on en M; entre les points JET, JK il y 
a trois intersections en J, M, N. • .Parla même rai- 
son, il ne pourra y avoir d'intersection, sans qu'en 
deçà et en delà du point d'intersection il n'y ait 
deux points de la courbe placés, des deux côtés , 
comme les points Z., O par rapporta l'intersec- 
tion M ; mais deux intersections comme JV, R 
pourroîent se rapprocher au point de se réunir 
, en T, alors la branche OKS prendroit la position 
de la ligne ponctuée QTVy, et toucheroit l'axe enT*. 

^ 219. La courbe pourroit même se rapprocher 
de ja ligne ^;S: sans la toucher ni la couper, et 
s'en éloigner ensuite, comme en F; alors il y au- 

. roît des mtersections imaginaires. 

Donc si l'on a trouvé deux valeurs d«y de'mêrao^ 

; signe, on sera -assuré qu'entre les deux valeurs de x 
qui y répondront il ne pourra tomber qu'un nom- 
bre paie de racines de l'équationproposée ; c'est- 
à-dire qu'il n'y en aura aucune ou. qu'il y en aura 
deux,^ ou quatre , pu six , ou. . . &c. Au contraire,, 
si l'on a trouvé deux, vale/urs de y de signe con- 
traire , on .sera assuré qu'entre les valeurs corres- 
pondantes de X il tombera nécessairement un nom- 
bre impair de. racines de la proposée? c'est-à-dire: 

V » ' • ■ 



3lO lEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

une , ou trois, ou cinq , ou. . • &c. de sorte que 
dans ce cas , on en conclura qu'il y a au moins 
une racine de la proposée entre les deux valeurs 
de X. Réciproquement toute valeur dé x qui sera 
une racine réelle de l'équation , se trouvera entre 
deux valeurs de x qui donneront pour j^ des valeurs 
de signe contraire. 

2 20. On voit ici d'une manière sensible la rai- 
son de ce qu'on a dit (35), que toute équation d'un 
degré impair dont le dernier terme est négatif, a 
un nombre impair de racines entre x = o etx très- 
grand positif, et un nombre pair de racines entre 
jr = oet AT très-grand négatif, et par conséquent 
elle a au moins une racine réelle positive ; qu'au 
contraire , si le dernier terme de l'équation est po- 
sitif, il y aura un nombre impair de racines entre 
âr =i o et jc très-grand négatif, et un nombre pair 
de racines entre xt=.o et x très-grand positif j et par 
conséquent au moins Une racine réelle négative. 

En second lieu , que toute équation d'un degré 
pair, dont le dernier terme est négatif, â un nombre 
pair de racines entre jc = o iet 4: très-grand pos^ 
" tif , ainsi qu'entre x = o et jit très-grand négatif i et 
par conséquent elle a au moins une t^ome réelle 
positive et une racine réelle négative 5 qu'au con- 
traire , si lé dernier terme est positif ,i\ y aura un 
nom bre pair de racines entre x == o fet * très-grand 
positif; et pareillement un nombre pair de racines 
entre a: = o et a? très-grand négatif j de sùrte que 
dans ce cas l'équation peut fi'avoir aucune racine 
réelle, ni positive, ni négative. 

221. On vient de voir comtnent une équation 
quelconque peut se résoudre par le nàoyen de 
la courbe dont les abscisses représentent l'incon* 
nue de l'équation , et dont les ordonnées sotiî 
égales à la valeur du premier membre de Té* 



Dt MATHÉMATIQUES. Sll 

qaation, pour chaque valeur particulière qu'on 
donne à Tinconnue. Cette méthode peut s'appli- 
quer en général à toutes les équations, quelle cjue 
^oit leur forme ; elle ne demande pas que Téquation 
soit développée et ordonnée par rapport aux diffé- 
rentes puissances de l'inconnue : il suffit que tous 
les termes soient dans un seul membre , en sorte 
que le second membre soit zéro. On. peut laisser 
subsister dans l'équation à résoudre les radicaux et 
les expressions fractionnaires 5 il y a même un avan- 
tage à conserver ces expressions telles que l'analyse 
du problème les donne, parce qu'on peut n'avoir 
égard qu'aux signes des radicaux qui conviendront 
aux circonstances particulières de chaque pro- 
blême , au lieu qu'en faisant disparoître les frac- 
tions et les radicaux pour avoir l'expression ordon- 
née suivant les différentes puissances de l'inconnue, 
on introduit souvent des racines étrangères à la 
question proposée. 

22 t. La méthode de résoudre les équations par 
le mbyeades courbes peut être généralisée et ren- 
due îindépendante de l'équation même du pro- 
blème; il suffit pour pouvoir l'employer, de con- 
sidérer les conditions au problême ei^elles-mêmes, 
de donner à rinconnue différentes valeurs arbi- 
traires^ et de déterminer d'après ces conditions , 
soiÉ par le cialcul , soit par une construction , lés 
erreurs qui en résultent; ces erreurs étant regar- 
dées comme les ordonnées d'une courbe, dont les 
abscisses sont les valeurs correspondantes de l'in- 
• connue , il en résultera une coui'be continue, qu'on 
appellera la courbé des erreurs , et qui , parsbn 
intersection avec Faxe , donnera également toutes 
les solutions du problême. Ainsi si l'ori trouve ^eux 
erreurs successives, l'une positive çt l'autre néga- 
tive^ on en conclura qû*éûtre les deux valeurs qui 

V 4 
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ont donné les deux enreors , il y en aura une pour 
laquelle Ferreur sera nulle , et dont on pourra ap- 
procher d'aussi près qu'on voudra par des substi- 
tutions successiyesy ou même par la description 
mécanique de la courbe. 

223. Cette manière de résoudre Téquation par 
la courbe des erreurs n*est , à proprement parler, 
que la règle de fausse position prise dans le sens la 
plus général, et rendue applicable à toutes les 
questions où il y a une inconnue à déterminer. Soit 
par exemple , Téquation 

Fig.4e. ^x — jB = o: 

prenons sur la ligne u^B une longueur I^î^ 6 = <? 
pour représenter la première supposition ou la pre- 
mière valeur donnée kx^oxk aura 

en désignant par e ^ Terreur correspondante! à Is 
première supposition 3 on élèvera au point B ana 
perpendiculaire bm=^e ^ première erreur; pre- 
nant ensuite nnè seconde longueur ^ C= S' pour 
représeilter la seconde valeur donnée à or ^ on aara 

en désignant par e'ia seconde erreur, qu*on sup- 
pose négative : on élèvera au point Cune seconda 
perpendiculaire Cm! du côté^ opposé pour repré- 
senter la seconde erreur , et tirant par les points 
m j m'y une ligne droite , le point II où elle coupera, 
la ligne ^iî, déterminera la valeur de x qui résout 
l'équation ; c*est-à-dire que la valeur de x qui ré- 
sout l'équation ^Jt:— jff = o, 
sera représentée par la ligne ^ JR. 
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' En effet, les deax triangles semblables iîi m, 
JR Crn donnent la proportion 

JRmzb mllUC : Cm , ou *|c^: e :: •$"— x:— e', 
d'où on déduit 

xz=z j-;LAlgeb. m.) 

ce qui fournît une démonstration géoipétrique de 
la règle de double fausse supposition. L'équation 
^ X — B étant du premier degré, doit être, cons- 
itraîte par une ligne droite : or on sait que deux 
points déterminent la position d'une ligne droite ; 
donc il suffit de faire dÉux faussas suppositions 
pour construire en pareil cas la courbe des erreurs; 
il n'eu est pas de même si Téquation à résoudre est 
.du second ou du troisième degré, ou d'un degré plus 
élevé. Pour construire la courbe des erreurs, il 
fauçtroit faire autant de suppositions qu'elle a de 
points, et Ton ne peut trouver alors vies, racines de 
4'équation que par approximation. 

, 224. Supposons, par exemple , qu'on demande 
un cercle dans lequel on puisse inscrire un poly-» 
gone d'un nombre de côtés donné; ce problême Fig. 47. 
mis en équation monteroit à un degré d'autant 
plus élevé, que le nombre des côtés du polygone 
«eroit plus grand : pour le résoudre par la méthode 
dont on vient de parler, on décrira d'abord un 
cercle à volonté^ tel que u4B CDE; on portera 
dans le cercle les côtés AB , BCy CD , DE , EF 
du polygone que nous ^supposerons être un penta- 
gone pour plus de simplicité. Si l'extrémité F eu, 
dernier côté tomboit en ^ , le problême seroit ré- 
solu 5 mais comme il est très-difficile dt^-encon- 
trer juste du premier coup, on portera sur une 
. ligne Pi? le rayon P^ti du otrcle^ et on élèvera 
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au point ^ U perpendiculaire jdF égalé à Ta 
corde de Parc -^jP, dans lequel consiste Terrear 
de la supposition qu'on a faite sur la longueur du 
rayon Pld : commaifeette erreur est en excès y il 
faudra décrire un cercle d'un rayon plus grand , et 
iaîre la même opération. Supposons donc que le 
cercle dont le rayon est P-^' donne Terreur 1^'-^', 
laquelle tombant de l'autre côté du point ^ devra 
être négative^ et par conséquent placée de l'autre 
côté de l'axe ; de cette manière on aura plusieurs 
points^^ F' qui seront dans une courbe dont Vîn- 
tersectjon R avec l'axe P-^' donnera le vrûî rayoa 
PR du cercle qui satisfera à la question^ et Ton 
trouvera cette intersecfflbn en resserrant snceessi'' 
vement les points* de la courbe qui se trouveront 
de côté et d'autre de l'axe , 0omme F, F\ é . 

215. On peut encore employer les constrnc- 
tions géométriques à l'élimination des mcon- 
nues (y3) et à la résolution des équations finales 
à une inconnue. 

On a vu (lés) que rintersection de deux lignes' 
droites rapportées aux mêmes axes et à la même 
p.^ c origine y fait coaaoïtre la valeur de l'abscisse x qnï 
'^' ' répond au point d'intersection ^ et comme toute 
équation du premier degré à tine inconntke peut 
être censée résulter de deux équations du premier 
degré à denx inconnues , par l'élimination d'une des 
inconnues , on trouvera la valeor de l'inconnue qui 
reste par l'intersection de deux lignes droites. 

Une ligne droite et une ligne du second ordre 
peuvent se couper en deux points j on sait aussi par 
m théorie de l'élimination que si on a deux équations 
à deux variables ^,^^une du second degré et 
l'autre ^u premier, et qu'on élimine)^ de la-pre- 
mîère par le moyen de la seconde , l'éqaation 
finale en x monteit au second degré i donc lea 
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ûeux tticînes de cette dernière seront données par 
les abscisses répondant aux deux intersections da 
la ligne droite et de la ligne do second ordre. 

Deux lignes du second ordre , deux paraboles , 
par exemple^ deux ellipses, une parabole et un 
cercle; une parabole et une ellipse. • .&c. peuvent 
se couper en quatre points ; mais si on prend let 
équations de ces courbes , rapportées aux mêmes 
axes et à la même origine des abscisses , et qu'on 
élimine ^ par les méthodes connues, l'équation 
finale sera au quatrième degré j ainsi les abscisses 
correspondantes aux quatre points d'intersection, 
donnerortt les quatre racines de réquatioh de cette 
forme 

:^x^+Bx^^Cx'+Dx+F=o, 

à laquelle on peut ramener toute équation du qua« 
trième degré. 

Si dans cette équation on jfait JF'^ o ^ Téquation 
du quatrième degré aura une racme =;= o , et les 
trois autres seront données p^ la résolution pu la 
' . construction, de l'équation 

c'est-à-dif^ que les racines de l'équation du troi- 
sième degré seront données par celles d'une équa- 
tion du quatrième qui a une racine =70, et par 
conséquent par l'intersection de deux lignes du se- 
cond ordjc<e passant tèutes les deux par l'origine des 
abscisses. 

^Ii6. Réciproquement, u^ équation du second 
degré étant dbnnée , telle que 

on peut la regarder comme le résultât de f élimi- 
nation d*une inconnue entré deux équations, Pùns 
appartenant à la ligne droite, tôt Taùtre à une ligne 
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da second ordre. Pareillement une équation da* 
quatrième degré à une inconnue pourra être re- 
gardée conune résultant de rélimination d'une in- 
connue , au moyen de deux équations du second 
degré renfermant j/* et :r , et appartenant par con- 
séquent à deux lignes du second ordre. Trouver^ 

. ces deux équations est un problême indéterminé ; 
car il y a une infinité de systèmes d'équations difFé- 

. rentes qui peuvent produire la proposée : on en 
prendra donc une arbitrairement, et on aura som 
de la choisir la plus simple possible^ c'est-à-dice-k 

}^lus aisée à construire ; et comme le cercle et la 
igné droite sont des lignes qu'on construit facile- 
ment , on fera en sorte d'obtenir par l'éliminat/oa 
l'équation du cercle. . . 

227. Soit l'équation générale du second degrai 

a:* — pA:— y* = (i) 

' qu'il s'agit de construire } cette équation peut être 
construite de pliysieurs manières différentes ; on 
auta la plus simple de toutes, gn y employant la 
ligne droite et le cercle. Soit rétjuàtion de la lignô 
droite j^ = ^4? ;^i|.l'éleyaiit;Bu quarré, on a 

^• = a*^'ouj^* — 0^x^ = 0. 

Cette équation étant ajoutée avec l'équation (i) 
multipliée par a* , donnera 

JK* —iO*/?^ — <^f = o (a); 
ajoutant cette dernière avec l'équation (i) , on a( 

équation au cerde (lég), et il est visible que sî 
on élimine .de^ celle-ci j^* , par le moyen de l'équa- 
tion à la ligne drpite, on aura la proposée (i) ; 
^dônc les deux racines de la proposée: seront déter* 
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minées par les intersections de la ligne droite et 
du cercle, rapportées auxmênDies axes et à la même 
origine. 

Soient en effet les deux axes XX', YY^ ; la ligne 
•ÎMiV" passant par l'origine des abscisses , ^ sera le Fig, 48. 
lieu géométrique de l'équation 



yz=:ax 



pour construire la seconde équation, commençons 
par faire évanouir le terme contenant x,k\sL pre- 
mière puissance : on fera 

l'équation (3) deviendra 

cette dernière équation est celle d'un cercle ayant 
'pour rayon 

Torigine des abscisses étant au centre : on voit en~ 
core que, puisque le coefficient âs est arbitraire, 
on peut le prendre égal^ Punité 5 c'est-à-dire que 
la position de la ligne MN est telle, que l'angle 
N^X^ 45**. Dans cette supposition , le rayon du 
cercle sera 

V/i* + 4gr% et :«: = x+p. 

. Si on prend la ligne ^i? = p, et qu'on trans^ 
porte l'origine des coordonnées de ^ en /?, en fai- 
sant-^ Rp = z , il est visible que l'on aura 

xJ^p=^Rp + .^Ily 



3iS LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 
ou X = i; + p ; 

si da point JZ comme centre, et d'on rayon égal 
j^ |/p» ^ 4^* on décrit une circonférence dé cer-* 
de qui coupe la ligne MN tn deux points /n , m' : 
les deux ordonnées mp^ rn! p' seront communes à 
la ligne droite et au cercle^ et les abscisses corres- 
pondantes uipi ^p'- seront les valeurs des deux 
racines de Téquation du second degré 

228. Si Ton avoît eu à construire Téquation 

»*-?-p^+ y* = o, 
on auroit eu fi décrire* un cercle d'un rayoBi 

= V^p*'— 4 y* : 

et sip* <C 4 7* 9 1® rayon sera imaginaire , c'est - à-^ 
dire que le cercle ^ dont les intersections avec la 
ligne droite donnent les racines de la proposée, 
n'existe pas; mais on sait qu'en pareil cas^ les deux 
racines de l'équation du second degré sont imagi- 
naires , donc la théorie des constructions géométri- 
ques est parfaitement d'accord avec les méthodes 
analytiqnea, 

229. Si l'on prend les deux équations du second 
degré 

ay + b'xy + cV + d'y ^fx + f '= o> 

et qu^on élimine^ par les méthodes connues ( 74 \ 
l'équation finale en x sejrs^ du quatrième degré ^ et 
ses quatre racines seront les valeurs de x qni répon- 
dent aux valeurs de j^, communes aux deux équa- 
tions. 
Réciproque«Mat | étanl^ donnée FéqqAtion dti 
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quatrième degré 

x^ + ^x^+ JBx*+ Cx + D = ùy 

on peut supposer qu'elle résulte^ par rélimination ^ 
de deux équations du second degré; et par consé- 
quent les quatre racines de celles-ci seront données 
par les abscisses correspondantes aux quatre points 
d'intersection des deux lignes du second ordre. 

Le choix de ces courbes étant arbitraire, il fau- 
dra prendre les p^s simples et les plus faciles à dé- 
crire : on prendra donc pour une de ces courbes ; 
la parabole exprimée par l'équation 

aj^=Jt* + ôa?, ou «•=iaj^— iop: 

en élevant au quarré, Ton aura 

x^ = a* j^* — a abxy+b*x*.m. 
et ^ ^' = -^ ay^ x — Ah x^x 

ces deux valeurs substituées dans la proposée , il en 
résultera l'équation suivante : 

-h Cx 4- Z> = o...(i ) 

Les intersections de la courbe représentée par 
cette équation avec la parabole dont l'équation est 

a^ = x*+ hx^ 

indiqueront les racines de l'équation proposée. 

Les quantités a^hy étant arbitraires, on peut leur 
donner telles valeurs qu'on jugera convenables : 
c'est pourquoi l'équation ( i ) pourra représenter 
telle ligne du second ordre qu'on voÉJra : le cercle 
étant très-aisé à décrire , il faudra faire en sorte que 
la seconde équation devienne celle du cercle, ce qui 
sera toujours possible par le moyen de l'addition , 
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de la soustraction > de la maltîplicatîon , de la divi- 
sion. 

230. Soit l'équation da quatrième degré, privée 
du second terme 

sl^ + px* + çx — r" = o... 

On'prendra Téqaation de la parabole Jt' = a y j Té- 
^ levant au quarré^ on a 

x' = a'jr\.. 

cette valeur substituée dans la proposée ^ donne 

û*y +p«' + g^*-r-r' = o(i). 

Le paramètre de la parabole restant arbitraire, 
rien n*empêclie de faire a' ==/?, et s! le coefficient 
du terme p x* est positif, Téquation ( 1 ) sera celle 
du cercle : on pourra donc trouver les racines de la 
proposée y par l'intersection du cercle et de la pa- 
rabole. 

231. Soit X-ST' Taxe des or, Y Y' celui des/, 
perpendjculaîre au premier : soit ^ rorigîne des 
abscisses:réquation de la parabole indique que cette 

Fie 4q- ^^^^^^^ ^ ^^° sommet au point ^^ et qu'elle sera 
coupée en deux parties égales par Paxe dès^' si on 
fait son paramètre = j/p, on a tout ce qu'il fa^t 
pour décrire la parabole m^m. 

L'équation ( 1 ) pourra se mettre sous la forme 
suivante : 

•^/V ap/ 4p- p- 
et si l'on fait 

a? + -^ = ^, et -i-j + 4 = i2%- 
f»P 4p* p* 

elle deviendra 

^• = iJ* — Z'. 

équatioa 



•h 



f ^ 
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{ 3s coordonnées étant au ceatfë: ' 7,.' ' ' ' 

si Ton prend sur l'axe, des jt .la. partie J/P= -— . 

-: que du point P^cpniipp. çg^trCj^. on 4éç^^^^^ 
' ^conférence aun rayàii* ' *- ' • : - - ' -^ 

e cercle coupera la parabole aut ideui points m ; 
' n^^ et les abscisse^ ë^rrespôhdântës aux points d'in- 

Ton ptopôsee. . . . / 

232. Dans Texeraple qu!<^,yient de voir, les 

eux courbes ne se rencontrât .qu'en deux points; 

arce ^HëTgtftfétîbii dtt t^ilatKélàie degtè M B^$gil 

' lit de cJôhsjtïdîrë , à déûx.ypfeitfeà îmëgi^iàîr^k^î 1^ 

1 tiatf ë tâçiÀes é tbieàt réelles Ha;posi<îorf dû centre 

t a^ thpptjît ûdi dëii^ à:!^B'^ éf jfâ fôîiguètîr' du rayon 

èWîè.tit lèlIèsVqù^te cërcfe <ii/irjferdîti^'fjarâbôle 

I d ii\i^tèWpà\iiis\ sî^lfeô ijàkfrëi'érèîh^if Sôfit ïtûàgî- 

[. aires , le cercle et la parabole décrits sur le$ 

I sèmes axes ne se rencbnffèfblènt pas. 

233* Soit l'équation générale du troisième dçgré 

1 la multipliant par x , dii îtt^^^ittëti» &'iifl§^é^ft^ 

1 ion du quatrième degré , dont une des racines est 

\ éro ; la construction debiândèiii donc que les deu3( 

.ourbes se coupent à l'origine des abscisses ; si les 

rois autres racines sont réelles, il y aura trois autres 

* Qtersections j si la proposée n'a qu'une racine réelle, 

4 es deux courbes ne se couperont qu'en un autrç 

îoîitt dîff^ëni:dç?^rbrigine, . \ - • ' • - 

234. Onrpe\iVaulfsi constrliîlfe'^l^é^uation gêne- 
nt X 
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raie du troisième degré par le moyea cie4*byper^ 
bole et de la p{iraboIe. 
Soit Téquatioa 

on prendra Téquation à la parabole ^ 

en la n^ultipllant par x^àn aura 

x^zs=:ayxzfzpx^ 

Si on nibstîtiie cette valeur de x^ dans la'j^r^posde; 
elle deviendra 

tz xy^ y r=r o ; ' 

équation à Thypetbole rapportée aux asymptotes» 
Pour construire ces deux équations , soit XJC 
l'axe des abscisses, iTOT' celui desj^j le point ^, 
Torigine djBs abscisses : les. deux axes XX^ YY*^ , 
jperpèndiculajres entr'eux,seront les asvàiptotes de$ 
nyperb^bles équilitèpes KK^ r /, dont réquation est 

yx=s:zhK 

a. 

La ligne ilfiV^ faisant un angle de 45* avec les deux 
axes XX' y y 1^ sera'^Taxe des mêmes byperboles, 
dal^^uB^:flpatt^4lq^^t)Qn . ; ; ' 

. ' . .; ' . f .•'::•. J^^-*T^ .+ ""». ' ., . • 

</.. l . ' ,' ! '♦'■ --•••• > — , '• • , > - 

etfaùtre ' vjir== — 3^; 

nous sopposeVons y négatif 4ans^slj'éqUatîoii pro- 
posée , et pgus ne parlerons que de l'éqifotion ^ 
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ifaà tovviôm d*afnteuf 9 aux deux )r)p^6¥bêlèl^: 

* ^±35.Poûrcôîiitrtïîre la pariàfrôle if fadt'dMii- 

guer deux cqs^^celui oùp est positif^ et celui où il 

nég&ti'f/ /• y 1 ''''■ •;•'•• '' 

Dans le premier cas, on prendb-a sur l'axe deiy 

une ligoéi-^^JP Ti=^> et preàanitle.point P pour la 

sonnnet de la Courbe^ on décrira la parabole dont 
Féquationest y . 

i\ est visible ^uç; la parabQlë.ain^ld^^^ ne peut 
couper rhyperboje^ TJ^jjii'eq un poinjro^puisqp'à 
une distance^infînie du sommet, les debxl)rânchea 
de la parabole ««^trouveront pa'fçllèles à l'axe desj^; 
c'est à^lîré î'Haçym ptoië de i'^ypçîîyôle /flTi.iSla): 
donc passé le point o, les branches paraboliques et 
hyperboliques ne peuvent phft^'^^ Rencontrer** 
Quant à l'hyperbole* su)périeure rr', il est évident 
qu'elle ne peut pas .^tre côûpSe par la parabole 
ÎaU y Puisque. celle-ci est.topte.ai^-dessous de la 
ligrfe XX*'^ ët'Thy^erbbfe ëst'tifute au-dessus\- 
donc il n'y aura qu'un^'point 4'ii>tersection ; mais 
on sait que dans la siipposîtii^tle^ positif, l'équa- 
tion Hu troisième degré Wdfëux Racines imaginaires. 
Donc la construction géométrique est d'accord avec 
iea jrétfultc^ts de^analysi^. .,. , • ; .. 

V ï)ans le' second cas y on prend|{4>Hir le p;g<^<M|g€^, 
ment A Y' la ligne ^ P' , w prenant lé point P' 
pour le sommet de la courbé', on décrira la para- 



^ pour le sommée ae la courp« 
I Jbole / ï^ dont l'équation est ' 



X a 
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Lorsque p est négatif JI peut arriver que la pâ« 
rabole IP t qui couper en on point o' Thyperbole 
inférieures MV4»^ li^:.^pi^E^lif^ «nd^l^x pojateoa 
eu p«f.uiii ç^Jn. 4^effl4 4ea v^leiwf ^k .coefficient 

Pour le prouver ; soit tine parabole PS vffoof^ 
ton «opfli^t .ftu^J|?^.^4p^ l!^3FP^bo^:«JP^ 
xieure en un point S y. soit le paramètre de cette 

Knbolé «ssnr ^ celii de )^ paisabole *^i^^ /'^ étjMit a\ 
anatiou de la parabole P'Ss^ra j^arfCqnséquent 

Au point de cqntàèi «f^jr9rdonn^e ($firçf;.la sous-. 
tHngéntéXÏ^ s6ilf"ëbQil^UÎi63 4 . la. Àarabolè été 

Phypëj^bofé^ ori^a'^si dbîTb les .dèusL équations 

<, .fil ;f 1.: :'0-i'j t u ,1^1: y.' \ \ rîîi- A ;". 

• , <■ ;1ni ^ fn'.tj^»<.<.; < p r."i!-. t'r. v. i b 
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OÙ l'on voit que le paramètre r^erà-^ ^e I&ba^ 

c*e8t-è-dire que \w parabole /P'/ ne coupera pas 
rhyperbole supérieiire : obî sait aussi que dans^ce 
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cas l'équation du troisième degré a deux racines 
imaginaires (49). 

Le paramètre r sera •< que le paramètre a ^ si 

1 on a .-7- <c — , 

4 ay 

et par conséquent la parabole IP' V coupera en 
deux points l'hyperbole supérieure 5 mais aussi 
dans cette supposition les trois racines de Téqua- 
tion du troisième degré sont réelles. 

Il suit de tout ee qui précède, qu'on pourra 
construire l'équation générale du troisième et du 
quatrième degré , ou par le cercle et la parabole , 
ou par la parabole combinée avec Tellipse ou l'hy- 

Eerbole , ou par deux ellipses, ou par deut hyper- 
oies , ou par Tellipse et l'hyperbole. • • etc. 
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